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¢Por qué no consideramos los poliedros tal como
los encontramos, admirdndolos por su belleza
y las cosas maravillosas que representan?

Marjorie Senechal






Prefacio

En el mundo que nos rodea hay formas de excepcional belleza y complejidad, desde
una simple flor a un fiordo. Dentro de él hemos ido creando también nuevas for-
mas artisticas, industriales o arquitecténicas, desde una columna barroca a un coche
de Férmula 1. Las matematicas, a través de la geometria, se han interesado desde
siempre por estudiar figuras aptas para describir y representar las formas naturales o
crear nuevas formas artificiales.Y en esta aventura matematica, hoy ya milenaria, se
ha optado por un determinado repertorio de figuras geomeétricas.

Es en el pequefio mundo de los cuerpos geométricos donde destacan, con luz
propia, arropados por un pedigri histérico excepcional, unas figuras con especial
glamour llamadas poliedros. El presente volumen le invita a visitar este rincoén po-
liédrico, gozar de su belleza formal y descubrir las sorprendentes aplicaciones y
presencias que estos sélidos tridimensionales tienen. Los poliedros han interesado
desde siempre a los gedmetras, pero también a cristalografos y arquitectos, a pin-
tores y escultores, a fabricantes de cajas y joyeros..., y forman parte de las formas
geométricas que le rodean a usted. Incluso es posible que usted viva dentro de una
de ellas. Mucho nos gustaria que con la lectura de estas paginas y la vision de sus
iméagenes usted pueda recorrer los lugares mas embleméticos del mundo poliédrico
y enamorarse de ellos.

El principio de la obra es una invitacién amable al mundo general de los po-
liedros. Tras una breve escala en Poligolandia, se podrin discutir las diversas defini-
ciones de poliedros con el fin de apreciar la riqueza de sus variedades. Se observard
la presencia de los poliedros en la naturaleza y a través de un detallado recorrido
histérico se podra notar la gran creatividad geométrica y artistica que ha permitido,
a lo largo de los siglos, ir descubriendo curiosos secretos en algunos de estos cuer-
pos a la par que ir construyendo muchos otros. Y, como se veri, el estudio de los
poliedros sigue hoy vivo y activo.

A continuacidn se ofrece una visita (inevitable) a la familia mis noble del lugar:
los cinco tipos de poliedros regulares. Estos objetos, también popularizados como
solidos platdnicos, tienen su propia génesis y sus leyendas, misticismos que han
elevado estos cinco cuerpos (tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro ¢ icosaedro) a la
categoria de figuras geométricas de gran belleza, También de forma muy descripti-
va, se podri conocer toda la corte que rodea a los monarcas-regulares. Son familias
que van desde las sencillas piramides o los altivos prismas a los sofisticados poliedros
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PREFACIO

estrellados. Y descubriremos como en espacios de dimensiones superiores a tres es
posible también, en un alarde imaginativo, descubrir nuevos poliedros.

El siguiente apartado permite ir descubriendo, uno tras otro, secretos poliédricos
sorprendentes, desde la famosa férmula de Euler, con sus jugosas consecuencias, al
conocimiento de hermosos ejemplares poliédricos o de propiedades inesperadas
que nos revelan la gran diferencia entre estos cuerpos tridimensionales y sus parien-
tes pobres del plano (los poligonos).

Conocidos ya muchos poliedros, se podri realizar un recorrido por las elegantes
presencias poliédricas en nuestros entornos arquitectonicos, en edificios singulares
o maravillosas clipulas, en sofisticados disefios gaudinianos o en médulos especta-
culares, donde podri apreciar su esplendor, exterior o interior. Verlos es admirarlos.

En el Gltimo capitulo se podri apreciar la presencia entre nosotros de numerosos
diserios basados en poliedros, desde la pelota de fiatbol a los diamantes de un anillo,
desde juegos como el cubo Soma o el cubo de Rubik a los grandes disefios de
envases y embalajes. Los poliedros viven entre nosotros ofreciendo formas artisticas
pero también soluciones funcionales muy triles, Y a través del origami o papiro-
flexia para montar poliedros se le invitard a que usted forme su propia coleccién y
descubra un nuevo hobby apasionante.

Culmina el libro con un epilogo a modo de despedida, una sucinta bibliografia
en la que descubrir muchas mis realidades poliédricas y un indice analitico para
facilitar la consulta.

Los poliedros aguardan su visita, jque disfrute de ella!



Capitulo 1

Invitacion a los poliedros

La razén principal para estudiar los poliedros regulares es

todavia la misma que la de los tiempos de los pitagéricos, es decir,

que sus_formas simétricas resultan atractivas a nuestro sentido artistico.
H.S.M. Coxeter

;Qué es un poliedro? ;Dénde hay poliedros? ;Qué historia tienen? Estas son las tres
cuestiones de partida a las cuales se dedica este primer capitulo. Nuestro itinerario
se inicia en un rincoén del plano, Poligolandia, donde residen desde hace siglos los
poligonos. Ellos son los que en un humilde asalto al espacio tridimensional permi-
ten configurar los poliedros. Estos cuerpos han sido modelos ideales para poner a
prueba todo tipo de proyectos, desde los métodos perspectivos de Brunelleschi hasta
los rigurosos trazados de Monge en geometria descriptiva. Sorprendentemente, el
interés por los poliedros sigue vigente hoy en dia.

Noticias de Poligolandia

Poligolandia forma parte de nuestro mundo, en el que multitud de objetos presen-
tan formas poligonales. Tridngulos, cuadriliteros, pentigonos, hexigonos, estrellas
pentagonales, etc. son omnipresentes en nuestro entorno, en edificios y pavimentos,
en logos y banderas...Un poligono es una ﬁg‘ura geométrica del plano determinada
por una sucesién de vértices VI, Vz.,,, V..’ V~+1 = Vl,y una sucesién de lados (con-

secutivos y no alineados) V|V, V,V,..., V V. El extrafio nombre de «poligono»

tiene etimologia griega, donde poli hace referencia a emuchos» y gonos a «inguloss.

Poligonos: convexo, concavo y complejo.

13



INVITACION A LOS POLEDROS

POLIGONOS CON PAPIROFLEXIA

La técnica de papiroflexia para construir polfgonos mediante tiras de papel es una alternativa a-
los dibujos con regla, cornp-as y transportador de angulos.
1

LD

Poligonos con tiras de papel.

Con las figuras del grupo 1 se pueden obtener tridngulos equilateros y con ellos construir
hexdgonos; en las del 2 se marcan cuadrados, y mediante el truco del lazo dibujado, con las
del 3 se puede construir un exacto pentagono regular (es un ejercicio interesante justificar que
en efecto este lazo da precisamente el pentagono regular: obviamente la anchura de la tira dé
papel garantiza la igualdad de los lados del pentagono, pero hay que verificar que los dngulos
son iguales). En la pagina web hitp:/divulgamat.ehu es/weborriak/Cultura/papiroflexial se ofrece
abundante informacién de la relacion de este antiguo arte con las matematicas.

En las figuras de la pigina anterior se pueden observar dos tipos de poligonos
simples (uno convexo sin entradas y uno céncavo) al lado de un poligono complejo,
en el que hay cinco vértices y cinco lados, los cuales pueden cortarse en puntos que
no son vértices. Los poligonos clisicos son los simples, pero los complejos tienen
también su interés. Con el fin de aclarar nomenclatifras lea las siguientes definiciones.

14



INVITACION A LOS POLIEDROS OGS LYT

Un poligono es convexo si dados dos puntos cualesquiera del poligono el seg-
mento que Jos une siempre queda dentro del poligono. Ello equivale a decir que toda
recta lo cortard como méximo en dos puntos, o que ¢l poligono siempre quedara

en un semiplano determinado por cualquiera de las rectas que contengan sus lados.

a4

Tres formas de ver la convexidad.

Un poligono es concavo si no es convexo, es decir, si las anteriores propiedades
fallan al presentarse «entradass.

AN
Tres formas de ver la concavidad.

Un poligono es equilitero si sus lados son iguales, y es equiangular si sus angulos
son iguales. Cuando ambas virtudes se dan a la vez se habla de poligono regular.

OO0

‘Arriba, a la izquierda, un poligono equildtero no equiangular;
a la derecha, un poligono equiangular no equilitero. Debajo, poligonas regulares.

15



INVITACION A LOS POLIEDROS

Por supuesto, vértices y lados pueden formar también los llamados poligonos
alabeados situados en el espacio.

Habiendo privilegiado la geometria cldsica los trazados con regla y compas, no es
de extrafiar que el tema de dibujar poligonos regulares en una circunferencia fuera
un reto. Resultd muy ficil inscribir triangulos equilateros, cuadrados, pentigonos,
hexigonos. .., pero aparecio el problema de dibujar el heptigono, de siete lados. Tras
muchos siglos de pesquisas matemiticas se pudo demostrar que ello no era posible.
Afortunadamente hay maneras de hacer estos trazados usando otros instrumentos.

POLIGONOS DE GAUDI

Las formas poligonales planas convexas o estrelladas son omnipresentes en la obra de Gaudl en
dos ambitos diferentes: como formas determinantes de elementos constructivos (plantas, ven-
lalnas, separadores, baldosas...) y como formas generadoras de decoracién (ceramica, letras...).
En la obra gaudiniana, los poligonos planos regulares més usuales son los tridangulos, los cua-

~ drados, los pentagonos, los hexagonos, los octagonos, los decagonos y los dodecagonos. Son
ejemplos emblematicos, muchos de ellos presentes en edificios de Barcelona, los triangulos de
ladrillo de Bellesguard, las baldosas cuadradas de la Casa Vicens, las ventanas pentagonales del
Capricho o las baldosas hexagonales del Paseo de Gracia. Pero es en las columnas de |a nave de
la Sagrada Familia donde Gaudi hizo uno de los usos més sorprendentes que nunca se hayan
realizado de los poligonos. Las columnas de |a Sagrada Familia nacen de un juego geométrico
finlsimo moviendo poligonos e interse-
cando volumenes, convirtiéndose sin
duda en una culminacion del medido y
profundo itinerario geométrico de Gau-
dI. Dos poligonos regutares idénticos se
desplazan hacia arriba girando en senti-
dos contrarios y generando una colum-
na cuyas secciones a diferentes alturas
son secuencias de poligonos cada vez
con un mayor nimero de lados. En el
capitulo 4 se analiza con mayor detalle
la obra del genial arquitecto.

Columnas de la Sagrada Familia.




IMVITACION A LOS POLIEDROS

A pesar de que hay infinitos tipos de poligonos, el mis importante es el tridngulo,
pues tanto los poligonos concavos como los convexos siempre se pueden triangulari-
zar (de varias maneras), es decir, dividirlos en piezas triangulares. En la tabla siguiente
se detallan los nombres de los poligonos de hasta veinte lados.

Nombre Numero de lados | Nombre Namero de lados |

Tridngulo 3 Dodecidgono 12
Cuadrilatero 4 Tridecsgono 13
Pentagono 5 Tetradecagono 14

Hexagono 6 |___Penmtadecagono 15
Heptagono 7 Hexadecagono 16

Octagono ] Heptadecigono 17

Enedgono 9 Octodecagono 18

Decagono 10 Encadecagono 19
Endecagono 1 lsodecagono 20

¢Qué es un poliedro?

La visién mds popular de un poliedro es la de un cuerpo geométrico con caras poligo-
nales planas, aristas rectas que articulan estas caras y vértices donde concurren las aristas.

JE AL A
Y

Poliedros de toda la vida.

,._-_

Si deseando una respuesta rapida a esta cuestién aparentemente simple de qué es
un poliedro acude a la version online del diccionario de la Real Academia Espariola,
encontrara:

poliedro. (Del gr. toAtedpog). 1. m. Geom. Sélido limitado por superficies planas.

17



INVITACION A LOS POLIEDROS

NOMBRES DE POLIEDROS

A menudo los poliedros son designados en relacién al nimero de sus caras siguiendo la no-
menclatura griega (tetraedro: 4, pentaedro: 5, hexaedro: 6, heptaedro: 7, etc.). Pero también
se combinan nombres que describen mejor el sélido: prisma pentagonal, dodecaedro rémbico, -
cubo truncado, etc. En algunos casos tienen asociado un nombre propic: poliedro de Lord

| Kelvin, monstruo de Miller...
J

Se trata de una definicién muy general que, sin embargo, no hace ninguna alusién
a las aristas, los vértices y las caras poligonales que cualquiera espera poder identificar
en un cuerpo de este tipo. Como siempre ocurre en matemiticas, deberemos fijar
bien qué definicion se da al objeto matemitico y a partir de ella ser conscientes
de qué casos quedan arropados bajo la definicion dada y cuiles quedan excluidos.

Si en Poligolandia habia problemas para precisar las tipologias poligonales, ya
puede suponer que en el espacio la situacién adn se complica mis. Una definicién
corriente de superficie poliédrica es:

Figura formada por un niimero finito de poligonos, de forma que cada arista de
éstos pertenezca a dos de ellos, que a su vez deberin estar en planos diferentes.

Fig. 1 Fig. 2

En la figura 1 se puede observar un cubo con una cara dividida en cuatro partes.
Segtin la definicién «académicas, seria un poliedro. Pero segiin la reciente definiciéon
de superficie poliédrica esta figura no lo seria, pues hay scarass adyacentes situadas
en un mismo plano. ;Consideraria la figura 2 como un poliedro?

Un tema interesante es distinguir bien los poliedros convexos de los céncavos.
Para determunar que un poliedro es convexo, puede verse si dados dos puntos del
interior o de la frontera, el segmento recto determinado por ellos estd totalmen-
te contenido en el poliedro, También puede verifgnrse si todo el poliedro queda

18



siempre en uno de los semiespacios determinados por los planos que contienen a
sus caras o exigir que la interseccion del poliedro convexo con cualquier plano sea
un poligono convexo.

A lo largo de la historia de las matemiticas se han dado diferentes nociones de
poliedro, lo que ha provocado la sarcistica afirmacién de que «lo (inico que tienen
en comiin todos los poliedros es el nombres. Por ejemplo, en la Grecia clasica los
poliedros eran considerados cuerpos sélidos, pero mis tarde se tendié a mirarlos
como superficies.

Evidentemente, segin los poligonos que se deseen usar para formar las caras de
los poliedros {poligonos céncavos, poligonos convexos, poligonos que se autointer-
secan...) surgirin diferentes clases de poliedros. Aqui consideraremos esencial que
nuestros poliedros presenten estas tres caracteristicas: caras poligonales en un niimero
finito (compartiendo dos caras que se corten o un vértice o una arista), aristas que
pertenecen sdlo a dos caras y vértices en los que concurren diversas aristas y caras
(al menos tres).

Algo muy atractivo es el concepto de dualidad: ;qué poliedro resulta al unir los
centros de gravedad de las caras de un poliedro dado? A partir de cualquier pieza
siempre se generan infinitas figuras derivadas de la configuracién inicial.

UN POLIEDRO SEGUN GRUNBAUM

'Hay una definicién de poliedro debida a Branko Grilnbaum que se considera muy importante, ya
que abarca una clase muy amplia de estas figuras. £sta afirma que un pofiedro P es una familia
de poligonos {llamadas caras de P} con las siguientes tres propiedades:

1,"Cada arista de una de las caras solo es arista de otra cara. _
-+ 2. Para cada par de aristas A y A" de P existe una cadena A=A, C,, A, G, ;4,,.., C. A=
. =A'de aristas (A)y caras (C) de P en la cual cada Ces incidente con A_, y con'A,
3. Cualquier conjunto compacto del espacio (conjunto acotado que cabe dentro de una esfera
y contiene todos sus puntos frontera) sélo puede cortar un ndmero finito de caras de P,

‘Naturairfiénte, la-clase privilegiada y muy peculiar de los poliedros convexos puede especificarse
muy bien y muy simplemente como un conjunto acotado del espacic expresable como inter-
seccion de un nimero finito de semiéépacios cerrados..., pero estos poliedros convexos solo
son la punta visible de un iceberg enorme’'La definicién de Grimbaum abarca una clase muy

amplia de poliedras.




INVITACION A LOS POLIEDROS

Poliedros en la naturaleza

Las formas naturales, botanicas, zooldgicas o geoldgicas, son siempre sorprendentes
y a menudo son también muy complejas e irregulares. Por este motivo laman espe-
cialmente la atencion las formas simples o con determinada simetria. Las formas po-
liédricas naturales no son especialmente abundantes, pero las hay. Asi, por ejemplo,
en el mundo de los organismos existen formas de tipo esférico con subestructuras
poliedrales. Los radiolarios descritos por Ernst Haeckel, compariero de aventuras de
Charles Darwin, son criaturas unicelulares cuyas formas se aproximan a las de los

poliedros regulares y estrellados.

Radiolarios dibujados por Hgeckel.
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INVITACION A LOS POUEDROS

SIMETRIA, POLIEDROS Y POMPAS DE JABON

Un hecho muy relevante que justifica en gran medida la supuesta belleza de &et_er{ninados palie- . .
dros es su simetrfa. Como en toda figura espacial se puede determinar para cada caso cudles son
los movimientos rigidos o isometrias que actuando sobre la figura la dejan wigual» en apariencia.
Piénsese en un cubo: hay multitud de planos de simetrfa pasando por su centro y hay muchos
giros alrededor de determinadas ejes que dejan la forma cubica invariante. En relacién a esta
simetrfa pueden hacerse-interesantes experiencias geométricas, por ejemplo, con una parte del
poliedro situada en medio de una configuracion de espejos y entonces observar todo el poliedro.

Si dispone de poliedros regulares con sélo aristas y vértices y los sumerge en agua con jabon
(50% de agua, 40% de jabén y 10% de glicerina), al sacar la estructura de esta solucién jabo-
nosa podra observar las maravillosas peliculas de jabén visualizando planos de simetria.

Ciertos peces, corales, etc., presentan formas cercanas a las de las capulas o los
poliedros estrellados. También animales como las abejas, al construir sus colmenas,
recurren a los prismas hexagonales compactificados.

Diversos tipos de semillas presentan igualmente formas geométricas poliédricas y
hay frutos que crecen agrupados con una distribucién muy poliedral. Piénsese, por
ejemplo, en las pifias de los pinos.

Hoy sabemos que multitud de virus son estructuras con proteinas de estructura
poliédrica (los de la polio fueron los primeros en los que se observd esta geometria).
La estructura bésica del virus VIH es un icosaedro regular.

Diversos compuestos orginicos como el C; (sfullerenos) presentan 60 itomos
de carbono distribuidos como en una pelota de futbol (icosaedro truncado) y el
C,H,esta ligado al cubo.

En el mundo mineral son frecuentes las moléculas poliédricas, pero es en el creci-
miento de cristales donde la realidad poliédrica macroscdpica resulta mis espectacular.

Cristales de pirita.
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INVITACION A LOS POLIEDROS

El 98,5% del peso de la corteza de la Tierra se encuentra constituido por ocho
elementos geoquimicos, los cuales se combinan para dar lugar a unos 3.000 com-
puestos de materia mineral. Si los minerales presentan una estructura atbmica desor-
denada, se les llama amorfos, pero si poseen una estructuracion geomeétrica atdmica
entonces son llamados cristalinos. Un opalo es amorfo, una pirita es cristalina.’Y
dentro de los minerales cristalinos se halla la clase especial de los cristales, los cuales
presentan igualmente esta estructura atdmico-modular ordenada como una forma
externa geomeétrica. Estos cristales son poco abundantes pues precisan no solo de
una composicion peculiar sino también de espacio para desarrollar sus caras y de
tiempo para ir creciendo como resultado de determinados procesos (precipitacion
en una disolucién, enfriamiento de magma, sublimacién de gas, etc.).

Cuando los dtomos presentan una estructura geométrica bisica dispuesta regular-
mente en el espacio configuran la denominada celda unidad, la cual da Jugar a la red
cristalina por repeticion tridimensional. El anilisis geométrico de estas redes cristalinas
da pie a la conocida clasificacién actual de los sistemas cristalinos. Cada celda unidad
€5 un prisma con unas medidas (a, b, ¢} y unos ingulos (o, B,'Y) caracteristicos (deno-
minados constantes cristalogrificas). Siete ejemplos paradigmiticos de estos sisternas de
cristalizacidn son la pirita, la vesuvianita, la siderita, el berilio, la barita, Ja tiza y la aximita.

Fragmento de una tabla cristalografica def siglo xx.

En cada uno de los siete sisternas cristalinos pueden encontrarse varias formas
poliédricas que tienen en comin, necesariamente, los mismos elementos de simetria.
Asi, en el sistema cabico no sélo hay cubos, sino, por ej&mp]o. octaedros, pues éstos
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tienen los mismos ejes y planos de simetria que un cubo. En la siguiente tabla se listan
algunos ejemplos de formas poliédricas de minerales presentes en los diferentes grupos

cristalinos.

Sistema Ejemplos de formas poliédricas I
Cibico Cubos, octaedros, rombododecaedros, icositetraedros

Tetragonal Tetraedros, prismas, pirdmides |
Trigonal Romboedros, piramides trigonales y pinocoides _|]
Hexagonal Prismas hexagonales, trapezoedros hexagonales |
Rémbico Paralelepipedos y pinacoides |
Manoclinico Paralelepipedos ]
Triclinico Paraleleplpedos J

Entre los minerales geométricamente mis espectaculares en su apariencia externa
cabe citar: el cuarzo con formas prismaticas acabadas en punta; la pirita con formas de
dodecaedros; el azufre con formas de prismas rémbicos; el lapislazuli con formas
de rombododecaedros; la galena, la sal gema, el platino y los diamantes con formas ci-
bicas; la fluorita, la magnetita, el oro y el cobre con formas de octaedros; y el cinabrio,
la calcita y el bismuto con formas de romboedros.

En el famoso Atlas der Krystallformen de 1912 escrito por Victor Goldschmidr se
llegan a describir dieciséis formas geométricas correspondientes al oro. En algunos ca-
sos, la joyeria actia geométricamente sobre formas aproximadas poliédricas realzando
sus regularidades (como veremos mis adelante, es el caso del tallado de diamantes).

La teoria matemdtica de la simetria (y de su importancia en la naturaleza) surgié
en el siglo xix precisamente por el interés de los gedlogos por estudiar la cristalo-
grafia y con ella la clasificacién geométrica de los sistemas cristalinos. Fue entonces
cuando surgi6 la sorprendente restriccion cristalogrifica que muestra cémo en los
cristales la simetria rotacional sélo puede ser generada por giros de 180°, 120°,90° o
60°, pero, por ejemplo, no aparece el giro de 72° ni tampoco otros valores. Por esto
cuando en 1984 se descubrieron los cuasicristales, que, en ciertos puntos presentan
simetrias pentagonales, causaron gran sorpresa.

La cristalografia estudia el crecimiento, la forma y la geometria de los cristales y
atiende tanto a conocimientos quinicos (que permiten ver las relaciones entre com-
posicién quimica y distribuciones atdmicas) como a experimentos fisicos (difraccidn
de los rayos X) que ponen en evidencia las disposiciones atdmico-geométricas de
los cristales. Los cristralégraﬁ::s son, pues, grandes amantes de los poliedros.
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Una breve historia de los poliedros

La existencia singular de formas poliédricas en la naturaleza (cubos, rombodode-
caedros, prismas, pirimides, etc.) permite decir que los poliedros han acompafiade
a la historia del mundo. Pero lo que nos interesa aqui es intentar esbozar las etapas
mis creativas de la humanidad en sus invenciones poliédricas, asi como las grandes
contribuciones de los matemiticos en el descubrimiento de los secretos mas intimos
de estas atractivas criaturas.

Prehistoria poliédrica

Los trabajos arqueoldgicos han permitido descubrir en Escocia una serie muy nu-
merosa de piedras esféricas esculpidas. Se les atribuye una anngiiedad de 4.000 afios
y existe un gran debate sobre su posible uso y si realmente eran representaciones
burdas de poliedros regulares.

Formas poliédricas en joyas y objetos milenarios aparecen en Africa, Mesopota-
mia y Egipto. Y es en el esplendor de las culturas faradnicas donde surgen las nume-
rosas y admiradas pirimides de Egipto. Si bien la mitica Gran Pirdimide de Gizeh es
uno de los monumentos antiguos mis estudiados, para el mundo matematico lo que
se ha llegado a calificar como «la gran pirimide de Egipton es el cilculo del volumen
de la pirimide truncada que aparece en el llamado Papiro de Moscii (1890 a.C.).

Las pirdmides egipcias de Gizeh, fotografiadas desde un globo aerostético
a principios del siglo s« por Eduard Sp@gﬁnr‘.
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Por otra parte, algunos autores apuntan que el tetraedro, el octaedro y el cubo
eran poliedros ya conocidos en Babilonia y Egipto.

En el dmbito livdico, los poliedros pronto fueron figuras consideradas wdeales para
producir dados, habiéndose localizado un dado etrusco en forma de dodecaedro
datado en el afio 1000 a.C.

Poliedros grecorromanos

Pitigoras de Samos (hacia el 582 2.C.-507 a.C.) mic16 lo que se ha denominado una
cosmogonia poliédrica, relacionando los poliedros regulares con las distribuciones
cosmicas del universo. Del pitagorismo nacié la vision mistica de identificar los po-
liedros con los cuatro elementos esenciales de la naturaleza: el teraedro con el fuego,
el cubo con la tierra, el octaedro con el aire, el icosaedro con el agua..., quedando el
dodecaedro identificado con la esfera celeste. En el espiritu pitagérico, en el que todo
es nimero, en el que los nimeros recogen la esencia de todo lo existente, no es de
extrafiar que las singulares regularidades de los poliedros y las relaciones numéricas
escondidas en ellos suscitaran gran interés. Recuérdese, por ejemplo, que el propio
simbolo de la secta pitagérica fue el pentagrama o estrella de cinco puntas asociada
al pentigono regular. No obstante, si bien parece claro que Pitdgoras conocia tres
poliedros regulares, hay razones para dudar de si realmente conocid los otros dos.

La primera teoria de los cinco solidos regulares se debe al gran matemirico griego
Teeteto (415 a.C.-369 a.C.). Sus principales contribuciones se centraron en los ni-
meros irracionales, y fueron recogidas en los Eleinentos de Euclides en relacién a los
cinco poliedros regulares. Platén lo coloca como nterlocutor principal de Socrates
en dos de sus didlogos, el Sofista y el llamado, precismmente, Teeteto.

Al igual que Platén, Teeteto estudié bajo la direccién del matemitico Teodoro de
Cirene. Este altimo desarrolld la teoria de las cantidades inconmensurables y Teete-
to continud sus estudios, clasificando varias formas de nimeros irracionales como
expresiones de raices cuadradas. Pero la popularizacién de estos poliedros vino de la
mano de Platén al incluirlos en su famoso diilogo Timeo y al hacer de su Academia
un lugar de culto geométrico.

En el Timeo, Platon menciona la asociacidén (supuestamente de origen pitagd-
rico) entre los poliedros y los cuatro elementos naturales, elevando el dodecaedro
a simbolo mistico del cosmos. A la par, Platén asocia poliedros con belleza («Hace
falta explicar qué propiedades deberian tener los cuerpos mis bellos...»), pero no
se trata de una belleza ligada a las formas geométricas de estos cuerpos, sino a las
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PLATON (427/428 A.C.-347 A.C.)

Eminente filésofo griego, discipulo de Socrates
y maestro de Aristoteles, Platén ha ejercido una
enorme influencia en el pensamiento filosdfico
occidental. Su Academia fue todo un referente y
sus obras, como El banquete, La Repablica, Fe-
dro, Timeo o Teeteto, introdujeron importantes
concepciones metaflsicas, politicas, filosoficas,

cientificas, etc,

Platdn rodeado de sus disclpulos en
un mosaico hallado en Pompeya
y conservada en el Museo
el mote «Platény significa «el de la espalda anchan. Arqueoldgico Nacional de Napoles.

Hubiese sido més razonable citar a este pensador

con su.verdadero nombre, Aristacles Podros, pues

propiedades e ideas matemdticas relacionadas con estos solidos. Es la regularidad
geométrica como metifora del orden del universo: ciencia y belleza en coalicién.
Platén combina sabiamente ideas de tipo filoséfico con ideas estrictamente ma-
tematicas. Sirvan de muestra estas dos citas: «Y por lo que respecta a las relaciones
numéricas que se hallan en sus ndmeros, en sus movimientos y en sus demis pro-
piedades, hay que considerar siempre que Dios [...] las ha realizado en todo de
manera exacta, y asi ha armonizado matematicamente los elementos»; «... cierta-
mente, debemos explicar cudles seran los cuatro cuerpos mis perfectos, que, aunque,
disimiles entre si, podrian nacer unos de otros cuando se desintegran. En efecto, si
lo logramos, tendremos la verdad acerca del origen de la tierra y el fuego y de sus
medios proporcionales. Pues no coincidiremos con nadie en que hay cuerpos visibles
mas bellos que éstos, de los que cada uno representa un género particular. Debemos,
entonces, esforzarnos por componer estos cuatro géneros de cuerpos de extraordina-
tia belleza y decir que hemos captado su naturaleza suficientemnente. ..». El fildsofo
define poliedro regular del siguiente modo: «... si tiene la propiedad de dividir en
partes iguales y semejantes la superficie de la esfera en que estd inscritos. Por todo
ello no es de extrafiar que la denominacion sélidos platénicos acabara imponiéndose.

Un apartado clave del Timeo de Platon
Reproducimos a continuacién un largo pasaje del Timeo, puesto que se trata de un

texto clave para comprender la aproximacién platgpica a los poliedros.
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aLos principios de todo lo que ha tenido nacimiento son la materia como objeto
y la idea como razén de la forma. Los cuerpos engendrados por estos principios son
la tierra, el agua, el aire y el fuego, cuya generacion es la siguiente.

»Todo cuerpo se compone de superficies y toda superficie, de wriingulos. Estos
tridngulos o son rectingulos isésceles, es decir, la mitad del cuadrado, o rectingulos de
lados desiguales, en los que el mayor angulo es triple que el mis pequerio, el mis pe-
quefio es la tercera parte del recta,y el dngulo medio, doble del mis pequefio, puesto
que es igual a los dos tercios del dngulo recto; el mayor ingulo, que es el ingulo recto,
tiene una tercera parte mis que el dngulo pequefio. Esta especie de tridngulo es la
mitad del tridngulo equilitero, dividido en dos partes iguales por una perpendicular
tirada desde la chspide a la base. Estos dos tridangulos son también rectangulos; pero
en el primero los lados entre los que se encuentra comprendido el ingulo recto son
iguales y solo ellos lo son; y en el segundo, los tres lados son desiguales. Llamemos
al altimo escaleno y al primero, semitetrigono. El semitetrigono es el principio de
composicidn de la tierra; porque de él procede el cuadrado, compuesto a su vez de
cuatro semutetragonos; y del cuadrado nace el cubo, el mas estable y el menos moévil
de los cuerpos, que tiene seis lados y ocho ingulos. Por esta razén la tierra es el
mis pesado de los cuerpos y el mis dificil de mover, sin que pueda convertirse en
otros elementos, porque sus tridngulos son de una especie muy diferente de la de
los demis. La tierra es, en efecto, el tinico cuerpo que se compone de semitetrago-
nos; los otros cuerpos, el fuego, el aire y el agua, se forman del elemento escaleno;
porque reuniendo seis tridngulos escalenos, se forma el tridngulo equilitero de que
se compone la pirimide de cuatro lados y cuatro dngulos iguales, que constituye fa
naturaleza del fuego, el mis sutil y el mévil de los cuerpos. Después de esta piri-
mide viene el octaedro, que tiene ocho lados y seis angulos, y que es el elemento
del aire; en fin, el icosaedro, que tiene veinte lados y doce dngulos y que es el mis
espeso y mis tosco de estos tres elementos, es el del agua. Estos tres cuerpos, como
estin compuestos del mismo elemento, se trasforman unos en otros. En cuanto al
dodecaedro, &l es la imagen del mundo, porque es la forma que mis se aproxima a
la esfera. El fuego, por su gran sutileza, lo penetra todo sin excepcién; el aire, todo
excepto el fuego; en fin, el agua penetra la tierra de manera que todo lo llena y no
deja ningiin vacio. Todos estos cuerpos son arrastrados en el movimiento universal;
y estrechados y empujados los unos por los otros, experimentan las alternativas
continuas de la generacién y de la corrupcién.

»Estos son ]osje]ementos de que se ha valido Dios para crear este mundo, que es

tangible a causa de la tierra y visible a causa del fuego; ellos son los dos extremos; y
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(HSRRSEORS S i e S

Manuscrito medieval de la traduccidn al latin reahzada por Calcidio del Timeo de Platén

ha empleado el agua y el aire para unirlos por medio de un lazo poderoso, que es
la proporcién, la cual se mantiene por su propia fuerza y el mundo esti sometido
a ella. Para ligar superficies un solo término medio hubiera bastado, pero han sido
precisos dos para los sélidos. Dios ha dispuesto los dos medios y los dos extremos
de tal manera que el fuego es al aire, como el aire es al agua y el agua a la nerra; o
bien, reduciendo la progresién, el fuego es al agua, como el aire a la tierra; o aun,
invirtiendo el orden de los términos, la tierra es al agua como el agua es al aire y el
aire al fuego; y reduciéndolos, la tierra es al aire como el agua es al fuego; y como
todos estos elementos son iguales en fuerza, es ley de sus relaciones el ser siempre
iguales. Y asi este mundo es uno a causa del lazo divino de la proporcién. Cada uno
de estos cuatro elementos comprende muchas especies. El fuego es llama, luz, rayo
brillante, a causa de la desigualdad de los trisngulos que hay en cada uno de estos
objetos. De igual modo hay aire puro y seco, hiimedo y nebuloso; agua fluida o
compacta, como la nieve, la escarcha, el granizo, el hielo. Hay fluido himedo, como
el aceite y la miel; otro denso, como la pez y la cera; o sélidos fusibles, como el oro,
la plata, el hierro, el estafio, el acero; o desmenuzables, como el azufre, el betin, el
nitro, las sales, el alumbre y las piedras que entran también en el mismo género.»

La gran obra de Euclides

La gran obra euclidiana no solo constituyd una sintesis completa del conocimiento
geométrico alcanzado hasta aquel momento, sino que ofrece una magnifica presenta-
cién ordenada del saber geométrico a través de unadecuencia légica coherente, en un
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alarde de rigor deductivo. Euclides puede seguir las ideas pitagoricas, los resultados de
Eudoxo, etc., pero, ademds, del platonismo extrae la idea del valor de la abstraccién y
de Aristoteles hereda el rigor del método deductivo. A lo largo de trece libros, Euclides
parte de nociones comunes o axaomas sobre hechos evidentes que no precisan justifi-
cacion, luego establece cinco postulados geométricos que dan las reglas del juego y a
partir de ahi el autor demuestra, paso a paso, 465 proposiciones o teoremas.

En los Elementos, Euclides recoge las aportaciones de Teeteto, tanto en el Libro [V
como en el X,y también recopila de Teeteto las propiedades métricas de los poliedros

-
EUCLIDES DE ALEJANDRIA (CA. 325 A.C.-CA, 265 A.C.)

De Euclides no quedaron dalos de su vida (ni tan sélo de su lugar y afo de nacimiento), siendo
lo unico que se puede afirmar con segundad que ejercid de profesar en la entonces floreciente
Alejandrfa. Se formé con seguidores de la escuela platénica y dejé un gran legado bibliogréfico
(en parte perdido) sobre una docena de temas muy diversos. geometria, dptica, musica, astrono-
mla, cénicas, mecanica, etc. Por supuesto, los Elementos fueron el primer gran libro de texto de
la historia de las matematicas y llevaron a que el nombre de su autor se identifique con la propla
disciplina geométrica (geometria euclidea). La influencia de los Efementos en la ensefianza de
la geometria ha sido enorme durante mas de dos milemios, lo cual ha posibilitado en todas las
épocas disponer de numerosas traducciones (pnmero al arabe y luego al latin). Se calcula que
después de la Biblia los Elementos es el libro mas editado y distribuido.

. Euclides representado por Rafael.
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en el Libro XI. En el Libro XII discute los volimenes de prismas y pirimides,y en
el XII[ presenta todo lo relativo a los poliedros regulares. Quizis Aristeo habia me-
jorado previamente los resultados de Teeteto. Se ha llegado a afirmar que de alguna
manera todo el texto euclidiano se vertebra para poder culminar precisamente con
esta descripcién poliédrica. Prodo exclama: «Euclides era platénico..., mejord los
trabajos de Teeteto. .., se propuso como objetivo final del conjunto de sus Elementos
la construccidn de los cinco poliedros regulares.

Reproducimos a continuacion las 28 definiciones del Libro XI:

Definicién 1. Un sélido es aquello que tiene longitud, anchura y profundidad.

Definicién 2. Y el extremo de un sélido es una superficie.

Definicién 3. Una recta es ortogonal a un plano cuando forma dngulos rectos
con todas las rectas que la tocan y que estin en el plano.

Definicién 4. Un plano es ortogonal a un plano cuando las rectas dibujadas en
uno de Jos planos formando dngulos rectos con Ja interseccién comiin a los dos
planos forman dngulos rectos con el plano que queda.

Definicién 5. Cuando desde el extremo de una recta elevado sobre un plano se
dibuja una perpendicular al plano y se traza otra recta desde el punto que va hasta el
extremo que estd en el plano de la primera recta, el angulo comprendido por la recta
dibujada y la que estd sobre el plano es la inclinacién de Ja recta con respecto al plano.

Definicién 6. La inclinacién de un plano respecto a un plano es el ingulo com-
prendido por las rectas dibujadas a un mismo punto formando dngulos rectos con
la seccion comin en cada uno de los planos.

Definicién 7. Se dice que un plano se inclina sobre un plano de manera seme-
Jjante a como otro plano se inclina sobre otro, cuando los dngulos de inclinacidén
son iguales entre si.

Definicién 8. Planos paralelos son los que no concurren.

Definicién 9. Figuras sélidas semejantes son las comprendidas por planos seme-
Jantes iguales en nimero.

Definicién 10. Figuras sélidas iguales y semejantes son las comprendidas por
planos semejantes iguales en niimero y tamafio.

Definicién 11. Un ingulo sélido es la inclinacién de mas de dos lineas que se
tocan entre si y no estin en la misma superficie respecto a todas las lineas. O dicho
de otra manera: un ingulo sélido es el que esti comprendido por mis de dos dngulos
planos construidos en ¢l mismo punto, sin estar en el mismo plano.

Definicién 12. Una pirimide es una figura sélida comprendida por planos, cons-
truida desde un plano a un punto. 3

L gl
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Definicién 13. Un prisma es una figura sélida comprendida por planos dos de
los cuales, los opuestos, son iguales, semejantes y paralelos, mientras que los demis
planos son paralelogramos.

Definicién 14. Cuando, estando fijo el dizmetro de un semicirculo, se hace girar
el semicirculo y se vuelve de nuevo a la misma posicién inicial, la figura compren-
dida es una esfera.

Definicién 15.Y el eje de la esfera es la recta que permanece fija en torno a la
que gira el semicirculo.

Definicién 16.Y el centro de la esfera es el mismo que el del semicirculo.

Definicion 17. Y diametro de la esfera es cualquier recta dibujada a cravés del
centro y limitada en las dos direcciones por la superficie de Ja esfera.

Definicion 18. Cuando, estando fijo uno de los lados que comprenden el angulo
recto de un tridngulo rectingulo, se hace girar el tridngulo y se vuelve de nuevo a
la posicion inicial, la figura comprendida es un cono.Y si la recta que permanece
fija es igual a la que queda del angulo recto, el cono serd rectingulo, y si es menor,
obtusangulo y si es mayor, acutingulo.

Definicion 19. Y el eje del cono es la recta que permanece fija en torno a la
que gira el triangulo.

Definicion 20.Y la base es el circulo que describe la recta que gira.

Definicién 21. Cuando, estando fijo uno de los lados que comprenden el ingulo
recto de un paralelogramo rectingulo, se hace girar el paralelogramo y vuelve de
nuevo a la posicidn inicial, la figura comprendida es un cilindro.

Definicién 22. Y el eje del cilindro es la recta que permanece fija en torno a la
que gira el paralelogramo.

Definicion 23. Y las bases son los circulos descritos por los dos lados opuestos
que giran.

Definicién 24. Conos y cilindros semejantes son aquellos en los que ejes y did-
metros de las bases son proporcionales.

Definicién 25. Un cubo es la figura sélida que estd comprendida por seis cua-
drados iguales.

Definicién 26. Un octaedro es una figura sélida comprendida por ocho tridngulos
iguales y equiliteros.

Definicion 27. Un icosaedro es la figura solida comprendida por veinte triingulos
iguales y equiliteros.

Definicion 28. Un dodecaedro es la figura solida comprendida per doce penti-

gonos iguales equildteros y equiingulos.
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Por su parte, el Libro XIII consta de 18 proposiciones. Tras analizar diversas
cuestiones clave sobre poligonos, a partir de la proposiciéon 13 Euclides se centra
exclusivamente en lo que han de ser las proposiciones culminantes sobre los poliedros.
A continuacion mostramos las Gltimas proposiciones de los Elementos:

Proposicién 13. Construir una pirimide inscrita en una esfera dada y demostrar
que el cuadrado del didmetro de la esfera es una vez y media el del lado de la pirimide.

Proposicién 14. Construir un octaedro inscrito en una esfera como en la pro-
posicién anterior, y demostrar que el cuadrado del didmerro de la esfera es el doble
del cuadrado del lado del octaedro.

Proposicién 15. Construir un cubo inscrito en una esfera como en la pirimide,
y demostrar que el cuadrado del didmetro de la esfera es el triple del cuadrado del
lado del cubo.

Proposicion 16. Construir un icosaedro inscrito en una esfera, como en las figu-
ras anteriores, y demostrar que el lado del icosaedro es la recta sin razén expresable
llamada menor.

Proposicién 17. Construir un dodecaedro inscrito en una esfera como en las
figuras anteriores, y demostrar que el lado del dodecaedro es la recta sin razon ex-
presable llamada ap6toma.

Proposicion 18. Colocar los lados de las einco figuras y compararlos entre si.

; -m.-u.m._
e ey
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Fagina perteneciente a la edicidn veneciana de Id&}j‘ﬁe fas Elementos de Euclides.
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Asi pues, elevados los poliedros regulares por Euclides al altar de grandes figuras
geomeétricas de referencia, el interés de los matemiticos griegos por estos cuerpos se
acrecentd. Surgié asi la descripcién de los trece poliedros semirregulares dada por
Arquimedes (287 a.C.-212 a.C.) y el posterior estudio de los poliedros arquimedianos
hecho por Pappus (320 d.C.).

Al margen de la tradicién griega y de forma independiente, también la floreciente
cultura china se interesd por los poliedros. Voliimenes de poliedros elementales fueron
dados en el texto matematico Chiu-Chang Suan-Shu (100 d.C.) y Liu Hiu estudié
voliimenes poliédricos (263 d.C.).

Entre los afios 200 y 500 los romanos fabricaron una enorme cantidad de dode-
caedros de bronce (12 caras) con agujeros circulares de distintos tamanos que tienen
circulos alrededor de los agujeros y adornos esféricos en los vértices. Se han encontrado
ejemplares en lugares muy diversos (Gran Bretafia, Alemania, Francia, Suiza, Hungria. . ).

Escultura urbana que reproduce un dodecaedro romano en la ciudad belga de Tongeren.

Queda el lector invitado a especular sobre cuél podia ser el uso de estas bonitas
piezas. Nadie hasta hoy ha logrado aclarar este misterio: ;eran esculturas de adorno?,
¢soportes de cirios?, sun juguete infantil?, ;un florero para ramilletes diversos?... Tam-
bién se han encontrado piezas similares en forma de icosaedro. Desafortunadamente,
en la etapa medieval europea hubo muy poco interés por el conocimiento geométrico,
destacando sélo a nivel artistico los poliedros semirregulares en la catedral de Aachen
(1170). Sin embargo, los estudios medievales arabes sobre poligonos y poliedros y las
aproximaciones con poliedros a formas complejas, si que tuvieron esplendor. En el
siglo x, Abu’l Wefa se interesé por los poliedros esféricos. Y los drabes hicieron una

gran labor de traduccién y difusidn tanto de la cultura griega como de las orientales.

33



INVITACION A LOS POLIEDROS

Poliedros renacentistas

Paolo Uccello (1397-1475), pintor de Florencia, se interesd por la nueva perspectiva
y los puntos de fuga, dibujando aproximaciones poliédricas de cuerpos. La siguiente
figura, que incluye un poliedro estrellado y corresponde a una composicién hecha
en mirmol para la Basilica de San Marcos deVenecia, se ha atribuido a Uccello, dado
gue este tipo de composiciones fueron una de sus especialidades. Algunos autores
consideran también la posibilidad de que la obra fuese muy posterior.

Poliedro estrellado veneciano.

La diferencia geométrica esencial entre el arte medieval (o de periodos anteriores)
y el arte del Renacimiento es la introduccion de la tercera dimensidn en pintura. El
deseo de aquella fascinante época fue romper con todo el misticismo medieval y el
sentido trigico-religioso para contemplar el mundo con una mirada renovada, arro-
pada por el desarrollo de la ciencia y el humanismo. El mundo clisico griego, tanto
en sus manifestaciones artisticas como filosdficas, volvio a ser de nuevo paradigma
de referencia.Y todo ello llevd en el imbito de la pintura al ambicioso objetivo del
realismo, para representar la naturaleza y las personas mediante técnicas que permi-
tieran observar el caricter tridimensional de la realidad. En este punto, la tradicién
geométrica griega no aportaba solucion alguna. Ninguno de los desarrollos de la
geometria de Euclides daba pistas sobre cémo desarrollar una nueva geometria que
diese un método riguroso para la representacion de 3D en 2D. Curiosamente, nadie
del mundo matemitico se plante6 el tema y, por tanto, las soluciones tuvieron que
venir del propio oficio de pintar, buscando un sistem@«épticow de representacion.
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Unas primeras aportaciones intuitivas se encuentran ya en las obras de Duccio
(1255-1319), Giotto (1276-1336) y Ambrogio Lorenzetti (ca. 1290). Pero el fundador
de una nueva teoria de la perspectiva fue el arquitecto y artista Brunelleschi (1377-
1446), el genial joven constructor de la cipula de Santa Maria de Fiore en Florencia.

Brunelleschi entendid que el cuadro (vertical) debia pensarse como un cristal-
ventana en el que plasmar lo que el ojo del artista observa al otro lado: todas las rectas
paralelas en la realidad deben confluir en el cuadro en un mismo punto, el punto
de fuga (pudiendo coexistir en el cuadro diversos puntos de fuga). Los puntos en
el infinito pasan en la perspectiva de Brunelleschi a ser puntos de fuga y por ello el
observador del cuadro experimenta la misma vision dptica que tiene cuando con-
templa la realidad. El primer asalto a la widimensionalidad estaba dado.

Piero della Francesca (ca. 1410-1492) fue un gran matemdtico y pintor renacen-
tista que publico el influyente tratado De Prospectiva Pingendi, que estaba ilustrado
con algunos poliedros toroidales (rosquillas facetadas) y cipulas poliédricas. Este
genial artista redescubrié diversos tipos de poliedros semirregulares o de Arquimedes
y supo aplicar las novedosas técnicas de la perspectiva tomando los poliedros como
modelos para dibujar. Pero su afin matemarico también le permitié descubrir a través
de sus imigenes nuevas relaciones entre poliedros, en especial las inscripciones de

unos dentro de otros.
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Dibujo de Piero della Francesca dedicado a un icosaedro inscrito en un cubo.

Luca Pacioli (1495-1514) estudio la representacion de poliedros, cubooctaedros
(truncados) y poliedros estrellados. En De Divina Proportione Pacioli se inspiré en
manuscritos no publicados de Piero della Francesca e incluyé dibujos de Leonardo
da Vinci sobre modelos de aristas de poliedros. También describié poliedros en su
obra De Architectura.”
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Pacioli en un cuadro de Jacopo de Barbari de 1495,

En este famoso cuadro aparece el franciscano Pacioli junto a otro personaje des-
conocido (;era el propio pintor, que no quiso perder la oportunidad de salir junto a
Pacioli?, sera Durero?...). En esta obra puede apreciarse no sélo un dodecaedro, sino
un poliedro semirregular transparente: Pacioli estudid las secciones de poliedros con
modelos de cristal parcialmente llenos de agua.

Leonardo daVinci (1452-1519) fue el primero en representar poliedros con aristas
dejando ver aristas traseras, Leonardo también representd agregaciones de poliedros
y en sus famosos cuadernos dejo bellas ilustraciones de propiedades poliédricas.

ALV
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Uno de los dibujos que Leonardo da Vinci reafizd para Pacioll.

36



INVITACION A LOS POLIEDROS

Hacia fines del siglo xv aparecieron algunas composiciones de marqueteria en las
cuales se representaron complicados poliedros. Las obras de Fra Giovanni daVerona,
realizadas a principios del siglo xvi, son las mis espectaculares tal y como puede

apreciarse en la ilustracién adjunta.

Obra def multifacético artista y arquitecto italiano Fra Giovanni da Verona
que rinde homenaje a la perspectiva pero también a los poliedros.

Daniele Barbaro (1513-1570) contribuyd enormemente al conocimiento geomé-
trico-artistico de las nuevas técnicas de representacion a través de su obra de 1568
La practica de la perspectiva, y en la tradicién de Piero della Francesca recurri6 a los
poliedros para ensefiar las técnicas de representacion, aunque no pudo superar en
claridad los dibujos de Leonardo.

Durero (1471-1528) ilustré en 1525 poliedros como si sus caras fueran transpa-
rentes, usé métodos de perspectiva y presentd la primicia de los desarrollos planos.
Una de sus obras mas famosas es la Melancolia I, en la que representa diversos objetos

materniticos, incluyendo un fascinante y misterioso poliedro no regular.
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Melancolla | de Durero.

Johann Neuddrfer (1497-1563) fij6 la caligrafia alemana y se interesd por el
cubo y el dodecaedro (como puede apreciarse en un cuadro de Nicolas Neufchitel
de 1561), realizando cilculos sobre poliedros.

Wenze! Jamnitzer (1508-1585) representé en su Perspectiva Corporum Regularium
(1557) bellisimas formas poliédricas, siendo a la par un gran artista y un eminente
descubridor de nuevas formas poliédricas. Jost Amman (1539-1591) realiz6 nume-
rosos grabados basados en los dibujos de Jamnitzer.

Dibujos de Wenzel Jamiitzen
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Lorenz Stoer publicd Geometria et Perspectiva en 1567, donde aplicé la técnica
de la perspectiva a la representacién de poliedros, y Hans Leucker editd Perspectiva
en 1622, representando poliedros en relacion a instrumentos. En esta época diversos
escultores, como Lorenz Zick (1594-1666), y artesanos mostraron interés por este
tema y los instrumentos correspondientes. Independientemente se desarrollo una
«artesania poliédrica» en China.

El gran matematico y astrénomo Johannes Kepler (1571-1630) se interesd tanto
por las leyes fisicas relativas al movimiento de los planetas como por hacer un estu-
dio sistemitico de los poliedros, descubriendo con ello dos poliedros estrellados, los
antiprismas, y redescubriendo los poliedros de Arquimedes. Curiosamente, Kepler
unié sus aficiones astronémico-poliédricas y cred un curioso modelo relacionando
la cosmologia con los poliedro regulares.

En el grupo 1 figuran estrellas keplerianas, otros poliedros y la ilustracidn platdnica
de la asociacidn de los poliedros regulares con los cuatro elementos y el universo. En el
grupo 2 se representan cuerpos arquimedianos y la figura 3 corresponde al fantistico e

imaginativo modelo cosmolégico de Kepler. El siguiente texto del catedritico de ma-

En las ilustraciones, tres conjuntos de dibujos pertenecientes
a las obras del matemdtico y astrdnomo alemdn Johannes Kepler
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temiticas PM. Gonzilez describe muy bien las ideas de Kepler relacionando universo
y geometria: «Kepler fue de tal modo seducido por la cosmogonia pitagérico-platénica
que elaboré una Cosmologia basada en los cinco sélidos regulares, en la creencia de
que éstos serian la clave utilizada por el creador para la construccién de la estructura
del Universo. En la época de Kepler sélo se conocian seis planetas, Mercurio, Venus,
laTierra, Marte. Jupiter y Saturno. Mientras que hay infinitos poligonos regulares sélo
existen cinco poliedros regulares. No podia ser una casualidad, la mano del Dios gedmetra
no improvisa. Segiin Koestler, Kepler pensé que los dos nimeros estaban vinculados:
“hay sélo seis planctas porque hay sdlo cinco poliedros regulares™ y da una visién del sistema
solar que consiste en sélidos platonicos inscritos, encajados o anidados unos dentro de
otros, relacionando los radios de las esferas concéntricas circunseritas que intervienen
con las drbitas de los planetas. Al creer que habia reconocido el esqueleto invisible
del Universo en esas estructuras perfectas que sostenian las esferas de los seis planetas,
llamo a su revelacién El Misterio Césmico. Dentro de la 6rbita o esfera de Saturno Kepler
inscribid un cubo; y dentro de éste la esfera de JUpiter circunscrita en un tetraedro.
Inscrita en éste situd la esfera de Marte. Entre las esferas de Marte y laTierra estaba el
dodecaedro; entre la Tierra y Venus, el icosaedro; entre Venus y Mercurio, el octaedro.
Y en el centro de todo el sistema el astro rey, el Sol. Segiin Lawlor, la geometria pita-
gorica tanuzada por el idealismo mistico y filosofico de Platon y por la estructuracién
euclidea, permitié a Kepler vislumbrar una imagen de la perfeccién esplendente del
Cosmos trasunto de la excelsitud del Creador a través de la Sagrada Geometria.»

Poliedros 1700-2000

Si en los siglos anteriores fue el arte el auténtico motor del interés por los poliedros,
en el periodo 1700-2000 el epicentro de su estudio vino motivado por el interés
matemitico. Mencion especial merece René Descartes (1596-1650), quien demostrd
el genial teorema segin el cual la suma de los defectos angulares en vértices (dife-
rencias entre 360° y la suma de los dngulos concurrentes en los vértices), para todos
los poliedros convexos, vale siempre lo mismo: 720°.

El siguiente resultado que fue trascendente para los estudios de los poliedros
fue hallado por el gran Leonhard Euler (1707-1783). La famosa férmula de Euler
C+ V=A+2 (caras mis vértices igual a aristas mis 2), sorprendentemente vilida en
todos los poliedros convexos, permitié iniciar nuevas aproximaciones a estas figuras.
En el capitulo 3 tendremos ocasién de examinar con detalle las implicaciones de tan
poderoso resultado. ¥
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Los poliedros fueron también importantes para Gaspard Monge (1746-1818) al
crear éste la geometria descriptiva, un método riguroso de representacién que de nuevo,
como en la perspectiva renacentista, encontrd en los poliedros los modelos ideales.

Louis Poinsot (1777-1859) describié los otros dos poliedros estrellados que re-
sultan derivados de los dos ya descritos por Kepler, completando asi la reducida
coleccion de poliedros regulares no convexos. Pero fue Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) quien demostré que estos cuatro poliedros de Kepler-Poinsot eran los
tinicos posibles en el imbito regular, También Cauchy estudio el tema de la rigidez
poliédrica y los grafos asociados a poliedros. Eugéne C. Catalan (1814-1894) estudio
poliedros duales de los arquimedianos y descubrié con ello los que se han denomi-
nado poliedros de Catalan (véase capitulo 2).

J. Rondelet publicé desarrollos planos de poliedros regulares (1812); ]. Bertrand
describio en 1848 diversas generaciones de poliedros estrellados, y el gran matematico
francés Henri Poincaré (1854-1912) dio nuevas demostraciones y generalizaciones
de la férmula de Euler abriendo nuevos caminos al estudio de los poliedros y, con
ellos, de la topologia. Se debe a Ludwig Schlifli (1814-1895) las nuevas notaciones
combinatorias para simbolizar poliedros; este gedmetra inicid con ello unas primeras
aproximaciones al estudio de los llamados politopos o poliedros en espacios de di-
mension superior a 3. Notaciones para casos de estalacidn fueron dadas por Patrick
duVal (1903-1987) y para poliedros uniformes, por Willem A Wythoff (1865-1939).

Poliedro fotografiado por Max Briickner

Max Briickner ,(1860-1934) dibujé y fotografié en 1900 su coleccidén de 146
modelos poliédricos de papel que se guardan como coleccién; D.M.Y. Sommerville
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FILATELIA POLIEDRICA g
- . :MONACO  6,50F

La filatelia matematica tiene una gran popularidad. Por.ello
no es de extrafiar que a menudo aparezcan en los selios
de este tipo figuras poliédricas que enfatizan e] caracter
matematico del evento que se conmemora.

Sirva de ejemplo este sello de Ménaco, dedicado al Afo
Internacional de las Matematicas (2000), que presenta un
collage en el que ajedrez, proporciones, numeros, dibujos
de poligonos y un dedecaedro de da Vind exaltan a toda
la matematica, v

(1879-1934) estudio el pseudorombo-cuboctaedro, y E. Steitnuz (1871-1929) estudid
poliedros mediante anilisis combinatorios.

El eminente David Hilbert (1862-1943) en su famosa conferencia de Paris del
afio 1900, donde present6 los 23 problemas que consideréd muy importantes para
guiar la investigacién matemdtica en los inicios del siglo xx, incluy6 también retos
con poliedros. Por ejemplo, planted el problema de si poliedros de igual volumen
deben ser congruentes por diseccién. Max Dehn (1878-1952) demostrd que no.

Harold S.M. Coxeter (1907-2003) aporta nuevos conceptos, generalizaciones y
extensiones dimensionales, convirtiéndose en el gran referente de la teoria de politopos.
Colaborando con grandes gedmetras de la época, Coxeter descubri6 también numerosos
poliedros nuevos. Por ejemplo, en 1938 logrd Ja descripcion completa de los 59 icosae-
dros al estudiar todas las posibles estelaciones y sus procesos inversos (Bridge encontrd
otro en 1974). También descubrié con Miller doce poliedros «uniformes» nuevos.

Una aportacién muy interesante de Victor Schlegel (1843-1905) fue inventar una
forma de proyeccién para asociar a los poliedros unos diagramas planos que pudiesen
facilitar el estudio topolégico de los mismos. Por su parte, G. Dantzig en 1947 tam-
bién contribuyé a realizar aproximaciones via grafos, iniciando con ello el lamado
método simplicial.

La clasificacién completa de los 92 poliedros convexos no uniformes con caras
regulares fue lograda por Norman W, Johnson en 1966, si bien fue Victor Zalgaller
en 1969 quien realmente justificd que la lista de Jos 92 de Johnson era exhaustiva.

N.J. Bridge enumeré en 1974 numerosos nuevos poliedros asociados al dodecaedro
y en 1978 Robert Connelly hizo avances muy importantes en la construccion y el
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estudio de estructuras poliédricas flexibles. Estudios combinatorios y de regularidades
realizados por H. Freudenthal, B.L. van der Waerden, B. Griinbaum, |.A. Zalgaller,
G.Inchbald, L. Fejes-Téth, M. Briickner, J. Malkevitch, M. Senechal y otros, han contri-
buido a que los poliedros hayan sido interesantes objetos de estudio a lo largo del siglo
xx. También en este siglo, las aportaciones de R.. Buckmunster Fuller, creador de cipulas
geodésicas, y las obras artisticas y arquitectonicas que incluyen poliedros, Jas cuales se
analizarin en los Gltimos capitulos de este libro, han hecho posible que el mundo de
los poliedros siga acaparando la atencién en muchos dmbitos de la creatividad humana.

Poliedros hoy

Desde siempre el estudio de los poliedros ha formado parte de la educacién escolar.
Seguro que usted tiene recuerdos mas o menos buenos de los poliedros regulares y
de lo dificil que resultdé memorizar sus nombres o dibujarlos con cierra gracia. Hoy
siguen formando parte de los curriculos de geometria y de plistica, al ser figuras
espaciales simples, pero sobre las que pueden aprenderse muchas situaciones tridi-

LA GEOMETRIA COMPUTACIONAL
La aparicion de los ordenadores y de los potentes programas actuales ha motivado desde 1971

el desarrollo de una nueva rama maternatico-informatica: la geometila computacional. Es de
hecho una especialidad dentro de las ciencias de la computacién y se dedica al estudio general
de algeritmos relacionados {en su formulacién o en su finalidad) con temas geométricos. Esta
geometria va ligada a los gréficos por ordenador, a los disefios por ordenador (CAD/CAM) y se
aplica también en robdtica (movimientos y visidn), disefio de circuitos integrados, sistemas de
informacion geogréfica, temas de ingenierla, etc. Por ejemplo, problemas tipicos de geometria
computacional podrian ser:

- Dados p puntos del plano encontrar algoritmos rapidos para saber qué par estd a la
menor distancia posible.

~ Dados n puntos en el espacio hallar el menor poliedro convexo que los contenga.

- Conectar dos puntos por un caming minimo si entre ellos hay obstaculos peliédricos.

- Triangulaciones de poligonos con determinados criterios.

- Decidir puntos que estan dentro o fuera de zonas poligonales dadas.

San relos que con regla y compas no 1enfan ningdn futuro.
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mensionales y dan pie a realizar interesantes talleres pricticos con material manipu-
lativo. Al inicio de este siglo las investigaciones matemiticas sobre poliedros siguen
su curso y nuevas familias son exploradas en profundidad (poliedros topolégicos,
poliedros abstractos en otros espacios, poliedros tratados mediante grafos, poliedros
compuestos y ortogonales, generalizaciones. ..), Pero un nuevo impulso al interés
por los poliedros ha sido dado por los grificos por ordenador y en particular por
la geometria computacional. De nuevo la historia se repite: los poliedros, por su
simplicidad geométrica, son modelos idéneos para poner a prueba programas de
dibujo 3D o para aproximarse a otras formas que se deben representar. Los actuales
programas (Googleskerch, Mathlab, Mathematica, Cabri3D, Stella, etc.) o las actuales
presentaciones JAVA (A Plethora of Polyhedra, Hyperspace Star Polytope Slices...) o
en flash (World of Polyhedra), permiten no sélo representar figuras poliédricas sino
moverlas, disecarlas, hacer intersecciones y composiciones. .. y ponerlas a disposicién
del disefio y la creacién de todo tipo de imigenes y realidades virtuales, cuyo interés
va de la quimica molecular a los videojuegos o la animacién de peliculas.

Poliedro virtual.

Internet posee un inmenso repertorio de webs dedicadas a los poliedros. Sirvan de
pista estas dos direcciones: http://www.georgehart.com/virtual-polyhedra/vp.html
y http://mathworld.wolfram.com/topics/Polyhedra.heml.

Euclides culminé sus Elementos con los poliedros; poco podia sospechar que
tantos siglos después sus admirados sélidos platonicos seguirian acaparando nuevas
atenciones, mostrando nuevas utilidades. .. y planteando nuevos retos al pensamiento
matemitico. jLos viejos poliedros nunca muereny.
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Capitulo 2

Las grandes familias

de poliedros

Se puede decir que la existencia de los tres

primeros poliedros (tetraedro, octaedro y cubo) es un
hecho geométricamente simple, pero el descubrimiento
de los otros dos (dodecaedro e icosaedro) es uno de los
mads bellos y singulares de la historia de ln matematica.
H. Weyl

En este capitulo se realiza una visita detallada a las grandes familias poliédricas.
Metaféricamente podria decirse que el mundo de los poliedros es un reino en el
que hay cinco reyes (titulo que corresponde a los poliedros regulares) y una corte
de numerosas familias nobles. Las regularidades, tan poco frecuentes en la natura-
leza, han sido siempre admiradas por los ojos humanos.Y dotados como estamos
de imaginacién y capacidad para inventar, hemos ido creando a lo largo de los
siglos una auténtica devocién casi mistica por las figuras mis regulares, simétricas
y armoniosas. Ello ha llevado a que filésofos, gedmetras, artistas, etc. hayan en-
contrado en las formas mais genuinamente geomeétricas, como los poliedros, un
referente de belleza y perfeccion.

Estas ideas han calado en nuestras culturas y aunque nadie se atreve a discutir Ja
belleza de un caballo a galope o de una isla en la Polinesia, se concibe a menudo un
cubo o un octaedro truncado como formas cuya simplicidad y simetria reinan en el
mundo de los ideales estéticos. Algunos de los poliedros que le esperan a la vuelta
de la pigina han formado parte de su formacién escolar, pero otios puede que le

resulten novedosos. jOjald le gusten todos!

Los cinco cuerpos platonicos

Los poliedros regulares son poliedros convexos tales que todas sus caras son idénticas,
son poligonos regulares y todos sus vértices reciben el mismo niimero de aristas.
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Los cinco poliedros regulares.

La siguiente tabla resume los datos principales de estos cuerpos.

Tetraedro Cubo Octaedro | Dodecaedro | Icosaedro

4 ] 8 12 20

Nimero de caras triangulos cuadrados triangulos | pentadgonos | tridngulos

Numero de vértices 4 8 6 20 12
NiOmero de aristas 3 12 12 30 30
Angulo diedral 70°32° ag° 105°28° 116°34° 138"11°

Es curioso que si se buscan los poliedros duales de los regulares que surgen al
unir los centros de sus caras... renace la misma coleccidn (con tamario diferente): los
centros de las caras del tetraedro dan un tetraedro regular; los centros de las caras de
un cubo determinan un octaedro y, cémo no, los centros de Jas caras del ocraedro
dan un cubo. La misma dualidad se da entre icosaedro y dodecaedro, de uno surge
el otro y al revés. Este hecho es muy trascendente, pues poliedros duales tienen el
mismo tipo de simetria y, por tanto, en el reino de los cinco magnificos sélo hay de
hecho tres tipos de grupos de simetria: el del tetraedro, el del cubo (idéntico al del
octaedro) y el del icosaedro (idéntico al del dodecaedro).

Dada la perfecta distribucién de sus poligonos resulta que siempre hay una esfera
exterior que pasa por todos sus vértices, una interior tangente a todas sus caras y una
intermedia que toca todas las aristas. )
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fo-9 e

Desarrollos planos de los poliedros requlares.

En las figuras anteriores puede apreciar cinco desarrollos planos muy populares
(aunque hay muchos mis). Estos son ideales para hacer modelos de cartulina, pero
si piensa en usar barritas y nudos para hacer el esqueleto de aristas de estos cuerpos
recuerde que con tetraedros, octaedros e icosaedros no tendri problemas, pues las
caras triangulares dan rigidez a las estructuras; sin embargo, con cubos y dodecaedros
prepirese a afadir diagonales que le den rigidez al montaje.

Una cuestion relevante es, por supuesto, la pregunta: ;por qué son sdlo cinco?
Que hay cinco esta claro y ya ha visto cdmo son. Pero ;no podria haber mis? La
respuesta es no y la razén es muy simple. Si m poligonos regulares con n lados han
de coincidir en un vértice (y no aplanarse), al valer cada dngulo del poligono regular
180°—360°/n = 180° (n — 2)/n, deberi ser m - 180° (n — 2)/n < 360° lo que lleva
a la desigualdad (m—2)(n — 2) < 4. Las posibles soluciones son;

Figura

Tetraedro
Cubo
Octaedro
Dodecaedio
Icosaedro

v | s w|w |3
Wwilw|w s |w|s
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Puede meditarlo mis manualmente: tres hexagonos se aplastan y no forman vér-
tice espacial; dados sus dngulos los poligonos regulares con siete lados o més tampoco
podrin acoplarse para formar un «buen vérticer. Sélo quedan tridangulos equiliteros,

cuadrados y pentigonos. ..,y ahi tiene los cinco posibles.

Poliedro Area \folumen ‘
Tetraedro A=23
|
Cubo A=6a' V=a ‘
Octaedro A=2032 v:?a’
1547y5
Dodecaedro A=3J25+10454° V= 2 &
Icosaedro A=5/3a V= E{-E’TZ—‘E‘)a’

En la tabla anterior se dan los valores del drea y volumen para los cinco polie-
dros regulares en funcidon del valor a de la arista correspondiente. La tabla pone
en evidencia el hecho de que Teeteto se interesara especialmente por los niimeros
irracionales cuando el objetivo real eran los poliedros regulares, Nétese también
que para Ja misma arista a los volimenes difieren notablemente y éste es el mo-
tivo por el cual cuando se miran modelos de sélidos platdnicos siempre se tenga
la impresién de que hay grandes diferencias entre el pequefio tetraedro y el gran
icosaedro: es la eleccion de una misma arista la culpable. Como los cinco mag-
nificos son todos inscribibles en una esfera, si se parte de cinco esferas idénticas
de radio R entonces los correspondientes cinco poliedros inscritos se ven mucho
mis uniformes en tamafio.

Vista la familia globalmente podemos hacer ahora unos pequenos descubrimien-

tos sobre cada uno de los cinco.

Tetraedro

Este hermoso pero discreto poliedro tiene sus aristas opuestas, que se acruzan» en
el espacio perpendicularmente (con un dngulo de 90°). Su centro geométrico se
o
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encuentra en la interseccién de sus cuatro alturas (rectas de los vértices a los centros
de las caras opuestas) y a una altura respecto a la base que es una cuarta parte de una
altura. Pero el mismo centro también estd en el punto medio de los segmentos que
unen los puntos medios de dos aristas opuestas.

Tetraedro y secciones.

En la figura también puede observar una curiosa seccidn que es un cuadrado,
coémo éste forma parte de un octaedro situado dentro del tetraedro y cémo nace a
partir de dos tetraedros un bello poliedro concavo que tiene en la parte central un
octaedro.

TELEFONOS Y TETRAEDROS

El gran investigador de los tetraedros y sus
combinaciones para formar estructuras rigi-
das fue el inventor del teléfono, Alexander
Graham Bell (1847-1922), a quien fe interesd
esté tema en relacién a la aerondutica, con el
fin de obtener buenas estructuras de soporte.
De hecho, las denominadas cometas tetraédri-
cas son otra de las invenciones de este genial
cientlfico de origen escocés.

Dibujos pertenecientes a la patente
de la cometa tetraédrica de
Alexander Graham Bell.
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Cubo

Las diagonales de las caras de un cubo de lado unidad miden \Ey su diagonal
principal V3. Entre sus secciones destacan tridngulos equiliteros... y un magnifico
hexigono regular que divide el cubo en dos partes iguales.

Cubo y secciones,

En la figura vemos el poliedro concavo determinado por los cubos que comparten
una misma seccién hexagonal y también podemos ver cémo las diversas secciones
hexagonales determinan un poliedro: €] cuboctaedro.

Merece Ja pena describir aqui uno de los tres grandes problemas clasicos grie-
gos, la duplicacién del cubo, que plantea si es posible, dado un cubo de arista 1,
construir con regla y compas la arista de un cubo de volumen doble. Obviamente
si x es la arista que se debe construir, debe ser x> =2 v, por tanto, dicho problema

CUBITOS DE SOPA

La forma cubica es comin jncluso en concentrados de sopa. Los terrones cibicos u ortoédricos

de aziicar son Un cldsico, pero que la sopa acabe en cubos no deja de ser sorprendente. Se
dice que ya el capitén Cooke en 1772 se llevd «sopas trasladables» en formas clbicas, pero la
h?cha_' clave fue 1838. Aquel afio Carl Heinrich Knorr fundé una comparila dedicada al café que '
pronto se es,éécializb en «sopas compactadas» que pudieran disolverse en agua caliente. Knorr
hizo primero sopas en tabletas, pero alcanzé gran éxito con las formas de salchicha (la sopa se
cortaba a trozos, como el embutido, y muchos comlan Ia sopa a radajas). La forma cabica llegd
.en 1912y, desde aquella época, muchos han sido los productores de cubos o tabletas para
sopas. Comprimir, compactar, moler, granular, secar, etc. y en particular producir la forma de los
cubitos de sopa, es una actividad comercial de primer orden aplicable a productos farmacéuticos,
quimicos o alimentarios.

3
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exige ver si con regla y compas es dibujable un segmento de longitud x= 2. ®m
problema se difundié arropado de diversas leyendas, las cuales siempre tenian en
comin la exigencia de una divinidad (ya fuera el rey Minos o el dios Apolo) de
poseer una tumba o un altar cibico doble. El problema era importante porque
ponia a prueba los instrumentos en una situacién espacial, mis alli del plano. El
tema interesé a Platon y a su escuela, y a grandes gedmetras como Hipdcrates de
Chios (ca. 440 a.C.), Arquitas {ca. 400 a.C.), Eudoxo (ca. 370 a.C.), Menaechmus
{ca. 350 2.C.), Eratéstenes (ca. 230 a.C.), Apolonio (ca. 225 a.C.), Diocles
(ca. 180 a.C.), etc. Nadie pudo resolver el problema (ni demostrar que la solucién no
era posible) y muchos idearon soluciones ampliando el uso de la regla y el compis
con otros instrumentos complementarios, como rectingulos deslizantes, escuadras y
curvas diversas. Cabe notar que partiendo de la unidad 1, dibujar V2 es inmediato
como diagonal del cuadrado de lado 1;asi pues, el misterio era por qué el caso Y2 se
resistia a ser resuelto. Hasta el siglo x1x no se logrdé demostrar por métodos algebraicos

que el problema era irresoluble usando solamente regla y compis.

Octaedro

Si observa un octaedro, tanto puede interpretar que éste surge de dos pirimides re-
gulares cuadradas unidas por sus bases (bipirimide) como de dos tridngulos paralelos
(girados media vuelta), entre los cuales se han afiadido caras triangulares (antiprisma).

I\
%‘%&

Octaedro con seccidn cuadrada, seccion hexagonal y cuboctaedro.

Una curiosa seccidon hexagonal aparece al unir puntos medios de seis aristas
sabiamente escogidas, es decir, al cortar la pieza por un plano medio paralelo a dos
caras paralelas. Al considerar cuatro secciones hexagonales, nace dentro del octaedro

un nuevo poliedro con caras cuadradas y triangulares (cuboctaedro).
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MESAS Y OCTAEDROS

Un octaedro sélido, o con sélo aristas, apoyado en &l suelo en'una de sus caras triangulares y con
la otra cara paralela a 70 cm de altura le ofrece una aparatosa base para una mesa de jardin, apo-
yando en el octaedro un clrculo de vidrio o madera, Prescinda ahora de las barras de las caras trian-
gulares de apoyo y descubrird una liviana y resistente estructura que se encuentra en el mercado.

Dodecaedro

El dodecaedro puede obtenerse acoplando Jos doce pentigonos regulares (...y
con ellos llega el niimero de oro) o como un cubo central al cual se han anadido
estratégicamente seis tejados, que a su vez estin disefiados mediante trozos de

pentagonos.

Dodecaedro y su relacion con el cubo y el icosaedro.

DODECAEDROS CASEROS

Medios dodecaedros se venden hoy como fruteros-de disefio con seis caras pentagonales meta-
licas. Hay contenedores de'basura con esta forma. También se hacen dodecaedros de hormigén -
-armado de 30 cm de altura para ser usados como pilonas de trafico (aunque tienen el problema
de que la cara superior pentagonal queda harizontal y los peatones tienden a sentarse en ellas,

lo'cual es peligroso si circulan coches muy cerca).

Icosaedro

En la figura siguiente puede apreciarse como tres rectingulos dureos subyacen en el
icosaedro, permitiendo expresar bien las coord;nadas de sus vértices.
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Icosaedro y secciones dureas.

Los doce vértices de tres rectingulos iguales situados como los de la figura de-
terminarian un poliedro convexo con caras triangulares, pero lo curioso es que para
que las caras sean tridngulos equiliteros los rectingulos deben tener de proporcién el
nimero de oro.

Recordemos que el nimero dureo @ =(1+ Jﬁ /2=1,618... es la relacién que exaste
entre la diagonal de un pentigono regular y el lado de éste. Esto justifica su aparicion
en icosaedros y dodecaedros.Y como se ha considerado desde antaiio una de las pro-
porciones mis bellas, su fama se ha trasladado a los cuerpos platénicos. Por su parte, la
famosa sucesion de Fibonacci es generada por dos primeros términos que valen 1 y
luego por la suma de los dos términos consecutivos anteriores (1,1, 2,3,5,8,13..)),
resultando que los cocientes entre cada término y su anterior tienden al nimero de oro.
Hoy el nimero de oro es una proporcion omnipresente en numerosos objetos, como
las tarjetas magnéticas (las de crédito por ejemplo) o los documentos identificativos.

ICOSAEDROS DESMONTABLES

En la actualidad, existen en el mercado americano unas curiosas piezas de cartén rigido plegado
con las cuales se puede montar un icosaedro sin una base piramidal y asl obtener un médulo
apoyado sobre una cara pentagonal que por su oportuno tamafo sirve como tienda de campana
{recubriendo las caras con telas).

Piramides y bipiramides

Mitificadas por las arquitecturas egipcia y maya, las pirimides son poliedros convexos
determinados por una base poligonal convexa plana y los segmentos rectos que unen
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un punto exterior al plano con los puntos de la base. La Gnica pirimide que es un
poliedro regular es el famoso tetraedro regular (todas sus caras son tridngulos equili-
teros idénticos). Pero si se renuncia a la igualdad de todas las caras, aun manteniendo
la exigencia de que todas las caras sean regulares, se obtienen dos casos interesantes:
la pirimide de base cuadrada con sus cuatro tridngulos equiliteros laterales, y la de
base pentagonal con sus cinco caras triangulares equiliteras. Obviamente, con base

regular y caras laterales isdsceles las pirdmides son infinitas.

Pirdmides y bipirdmides.

Si el punto culminante o vértice superior de una pirdimide se desplaza por el
espacio, entonces nacen las pirimides oblicuas, y al unir (por sus bases poligonales
idénticas) dos pirimides surgen las bipirimides. Por ejemplo, el octaedro regular es
una bipirimide resultado de unir dos pirimides iguales de base cuadrada y caras la-
terales formadas por tridngulos equiliteros. Nétese que al unir dos tetraedros iguales
por una cara surge una bipirimide con todas sus caras iguales, que son tridngulos
equilateros, pero donde dos vértices reciben tres aristas y los otros reciben cuatro (lo
que deja a esta figura fuera del mapa de los sélidos platonicos).

PIRAMIDES VIRTUALES Y VISION

Al margen de las pirdmides corpdreas, estas figuras también han jugado un papel en €l estudio
de la visién humana. Durante siglos fue un misterio el funcionamiento de la vision y a menudo
se analizaban las «piramides visuales» determinadas por el ojo humano como vértice y las rectas
entre este ojo y los objetos contemplados. Cuando éstos eran baldosas o formas paligonaiés
cualesquiera, aparecian estas piramides virtuales. Lo mismo apareci6 con la fotografia con el
objetivo y los rayos de luz que inciden en él.
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El volumen de cualquier pirimide es un tercio del drea de la base por la altura (el de
las bipirimides es el doble). Las pirimides se aproximan bien a los conos, lo cual es una
propiedad muy Gtil. Cabe notar que al cortar una pirimide, por ejemplo por un plno
paralelo a la base, la figura queda dividida en una pirimide y un tronco de pirimide.

Prismas y antiprismas

Si se eleva un poligono del plano de dibujo, perpendicularmente a éste, nace un
prisma recto, el cual esti determinado, pues, por dos bases poligonales idénticas y
paralelas y unas caras laterales que son rectingulos. Evidentemente, el caso mis regular
es el del cubo. Por ello en estas figuras es trivial calcular el volumen como irea de

<

una base por |a altura correspondiente.

D

< &

Diversos modelos de prismas.

Si las dos bases estin desplazadas en sus planos paralelos entonces entran en escena
los prismas oblicuos. Nétese que hay infinitos prismas rectos cuyas bases son poligonos
regulares y las caras laterales, cuadradas. .., pero al aumentar el nimero de lados de las
bases los cuadrados son cada vez mds pequeios. Dado un prisma, al unir los centros
de gravedad de sus caras nace una bipirimide, que es su dual. Los antiprismas, también
denominados prismatoides, nacen al considerar dos caras paralelas que son poligonos
convexos iguales, con la cara de arriba girada respecto a la de abajo, pudiéndose unir
cada vértice de la de arriba con dos vértices correspondientes de la de abajo. Se forma
asi un cuerpo con bases poligonales idénticas pero giradas y caras laterales triangulares.
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Antiprismas.

Los antiprismas mas regulares son rigidos, inscribibles en esferas y particularmente
bellos: son aquellos en los que las dos bases son poligonos regulares de n lados para-
lelos girados y los tridngulos laterales son todos equiliteros. Hay infinitos, pero, por
supuesto, si n es grande, los correspondientes antiprismas son cada vez mids bajitos.
;Pero cuil es el primero? Para n = 3 se obuiene. .. jel octaedro! El octaedro es el tinico
antiprisma que es poliedro regular.

El mundo de los antiprismas reserva una sorpresa maytscula:

Todo poliedro regular o es una pirimide o es un antiprisma o es reunién de
un antiprisma con pirdimides o troncos de piramides.

Observe las figuras anteriores atentamente. El tetraedro es una pirimide. El oc-

taedro es un antiprisma. El icosaedro es un antiprisma de bases pentagonales sobre
las cuales se han afadido dos pirimides pentagonales. El dodecaedro también es un
antiprisma pentagonal (notese la relacién entre tridngulos laterales y pentigonos)
con dos troncos de pirimide afiadidos. Finalmente, el cubo resulta ser un antiprisma
triangular con dos pirdmides triangulares afadidas.

;Qué descubre al considerar el poligono paralelo a las bases de un antiprisma
que estd a media altura? Si las bases tienen n lagos, hay 2n widngulos laterales y, por
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tanto, el poligono intermedio tiene 2n lados... Luego el poligono intermedio de
un octaedro es un hexigono (la seccién hexagonal de un octaedro al descubierto)
y el del antiprisma del cubo también. Y tanto en icosaedros como en dodecaedros,
al poseer antiprismas pentagonales, tendré localizadas sendas secciones decagonales.

Deltaedros

Los deltaedros son aquellos poliedros convexos con todas las caras iguales, que son
widngulos equiliteros. Hay ocho tipos de deltaedros, como se puede apreciar en las
figuras siguientes, que incluyen también sus desarrollos planos.
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En esta familia se reconocen inmediatamente tres poliedros: el tetraedro, el oc-
taedro y el icosaedro, que como ya sabe pertenecen a la nobleza de los poliedros.
regulares. Aprovechando la férmula de Euler puede plantearse de forma combinatoria
todas las relaciones que deben valer en los deltaedros, resultando la tabla siguiente:

Nombre C v A v, v, v,
Tetraedro 4 4 6 4 0 0
Bipiramide triangular 6 5 9 2 3 0
Octaedro 8 6 12 0 6 0
Bipiramide pentagonal 10 7 15 0 B 2|
Dodecadeltaedro 12 8 18 0 4 4
Tetracaidecadellaedro 14 9 21 0 3 6
Hexacaidecadeltaedro 16 10 24 0 2 8
mn 18 1 27 0 1 10
Icosaedro 20 12 30 0 0 12

De los ocho casos, C= 4,6, 8, 10, 12, 14, 16, 20 tiene un modelo en la figura,
pero aqui acaba de aparecer un inesperado deltaedro «fantasma» de 18 caras del
que lo sabemos casi todo: C=18, V=11, 4 =27, Vy=0,V,=1, ¥,=10. Pero
este «fantasma» no puede corresponder a una figura poliédrica de verdad. Aqui
puede apreciarse cémo la férmula de Euler y su descendencia «vale» en poliedros
convexos (supuesto que éstos existen), pero que tenga soluciones numéricas para
C, W A, etc. no garantiza la real existencia poliedral. Por ejemplo, dos caras copla-
narias en un poliedro convexo son absurdas, pero en criterios combinatorios si que
podrian contarse. Con 18 tridngulos equiliteros iguales de plastico rigido encajables,
como sdlo tenemos I/, =1, forme para éste singular vértice una pirimide de cuatro
caras. Pase al segundo nivel: cada uno de los cuatro vértices piramidales a los que ya
llegan tres aristas deben ser de orden 5; luego debe afiadir dos. Asi nace después de
la pirimide un segundo nivel con un anillo (antiprisma) de ocho tridngulos y boca
cuadrada. Ya sélo le restan seis tridngulos por colocar, pero no los podri encajar con
esta restriccién de vértices de orden 5 que estd arrastrando. (También puede meditar

| UN PROBLEMA ABIERTO

Hace unos afios el geémetra americano Joe Malkevitch lanzé el reto de buscar todos los po-
liedros convexos con todas las caras iguales que fuesen tridngulos isésceles (no equildteros),
Muchos son los ejemplos encontrados, pero la clasificacién completa ain no se ha conseguido.

—

K&
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a partir del deltaedro de 16 caras viendo la imposibilidad de afadir dos nuevas caras
manteniendo convexidad.) El tema de los ocho deltaedros fue resuelto hace unos
afios por Hans Freudenthal y Van der Waerden.

Poliedros de Arquimedes

Segin lo afirmado en la Colewidn matemdtica de Pappus, obra escrita a mediados del
siglo 1v, cabe atribuir a Arquimedes un tratado sobre los trece poliedros semirregu-
lares (o arquimedianos).

Los poliedros semirregulares son poliedros convexos (que no son ni prismas ni
antiprismas) cuyas caras son poligonos regulares idénticos de dos o tres tipos dife-
rentes y en los que cada vértice recibe el mismo niimero de aristas. Es decir, son una
extension de los regulares al adinitir mis de un tipo de cara regular, pero mantienen
la exigencia de iguales incidencias en los vértices.

Poliedros arquimedianos.

Natese que prismas y antiprismas pueden ser sernirregulares en el sentido anterior
(y entonces habria infinitos arquimedianos), pero los hemos excluido para centrar la
atencidn en los otros posibles. En el dibujo anterior figuran quince modelos. Once
derivan de los cinco poliedros regulares aplicando procesos sucesivos de truncacién
de esquinas o aristas. Los modelos del cubo romo y el dodeaedro romo se obtienen
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por eexplosions de la correspondiente figura regular y la colocacién de triangulitos
equiliteros entre estas caras separadas por la citada explosion. Pero éstos pueden te-
ner dos versiones, una espejo de la otra (como nuestras manos), y, por tanto, podria
incluso anadirse estas versiones y hacerse un cuadro de quince modelos, adicionales
a prismas y antiprismas regulares. ;Infinito, trece o quince? jContar es siempre dificil!

Los trece tipos ya fueron representados por Kepler, a quien se debe la justifi-
cacién de que sélo estos trece tipos sean posibles. Algunos de ellos habian ya sido
representados en obras de Pacioli y Jannitzer.

En la tabla siguiente pueden apreciarse los peculiares nombres de los trece polie-
dros arquimedianos y cémo aparecen combinados tridngulos (C,), cuadrados (C),
pentigonos (C,), hexigonos (C,), octigonos (C,) y slo en dos casos, decigonos (C, ).

Nombre clglcelcalceclglceg]v]al
Cuboctaedro 14 8 6 - - - - 12 24
lcosidodecaedro 32 20 - 12 - - - 30 60
Tetraedro truncado 8 4 - - 4 - - 12 18
Cubo truncado 14 8 - - - 6 - 24 36
Poliedro de Lord Kelvin 14 - 6 - 8 - - 24 36
Dodecaedro truncado 32 20 - - - - 12 60 90
lcosaedro truncado 32 - - 12 20 - - 60 90
Gran rombicuboctaedro 26 - 12 - 8 6 - 48 72
Gran rombicosidodecaedro 62 - 30 - 20 - 12 | 120 | 180
Pequeno rombicuboctaedro 26 8 18 - - - - 24 48
Pequeno rombicosidodecaedro 62 20 30 12 - - - 60 | 120
Cubo romo {o chato) 38 | 32 6 - - - - 24 60
Dodecaedro romo (o chata) 92 | 80 - 12 - - - 60 | 150

Por su especial interés fijemos la atencidn en dos casos. El poliedro de Lord Kel-
vin, que combina hexagonos y cuadrados, surge simplemente truncando el octaedro
regular después de haber dividido sus aristas en tres partes iguales. Es el tnico del
grupo que, repetido, llena el espacio.

Generacicn del poliedro de Lord Kelvin gﬁe.r icosaedro truncado.
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ARQUIMEDES DE SIRACUSA (287-212 A.C.)

‘No se conocen muchos detalles biograficos sobre este maternatico. Se sabe que viajé po'r,'Egipto
y que tuvo ocasién de conocer las ideas y trabajos-de los maté.rﬁéticos sucesores de Euc'lid.es en
Alejandria. Arquimedes de Siracusa fue un reconocido gedmetra e inventor de instrumeritos mi-
litares que supo unir su genialidad matematica con el esplritu técnico y aplicado. Ello Bepefmitio
destacar en campos diversos (mecanica, hidrostatica, etc.) y sus diversos libros demuestran que
en geometria y calculo fue, posiblemente, la mente mas potente de la antigiedad. - I

Grabado publicado en Mechanics
Magazine en 1824 como
ilustracién de una frase atribuida
a Arquimedes: «Dadme un punto
‘de apoyo y moveré el mundos..

Por su parte, el icosaedro truncado o troncoicosaedro combina doce pentigonos
y veinte hexigonos surgiendo de truncar el icosaedro, después de haber dividido
sus aristas en tres partes iguales. ;No tiene uno en casa? ;No dedica varias horas a
la semana para ver como 22 jugadores le dedican 90 minutos a este cuerpo?... Mis

adelante se describird como la auténtica pelota de futbol.

Poliedros de Catalan

Eugéne Charles Catalan (1814-1894) fue un notable matemitico belga cuyo nombre
ha quedado asociado a una importante sucesién de nimeros y a una curiosa clase de
poliedros. Los niimeros de Catalanson 1,1,2,5, 14,132, 429..., y se corresponden
con los nimeros combinatorios (21)! /(1 + 1)In!. De la misma manera que Fibonacci
tuvo la inmensa suerte de que su sucesién de ndmeros 1,1,2,3,5. .. saltara a la fama
por su innumerable presencia en la naturaleza y por su relacién con el nimero de
oro, Catalan también tuvo la gran fortuna de que su sucesion apareciera en multitud
de cilculos combinatorios.

Con los poliedros Catalan también tuvo suerte. Los poliedros de Catalan son

los trece tipos de poliedros duales de los arquimedianos, es decir, que se obtienen a
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partir de los trece poliedros arquimedianos. Mientras los duales de los cinco poliedros
regulares volvian a ser la misma familia, los de Arquimedes daban nacimiento a otros
trece totalmente nuevos. No deja de ser curioso que hasta el siglo xix nadie hubiese
prestado atencidn a estos poliedros, pero la historia a veces presenta estas sorpresas.
A continuacion figuran los trece poliedros de Catalan.

Nombre C v A Tipo de caras
Dodecaedro rémbico 12 14 24 Rombos
Triacontraedro rémbico 60 32 90 Rombos
Tetraedro triakis 12 B 18 Tridngulos isdsceles
Oclaedro triakis 24 14 36 Tridngulos isdsceles
Hexaedro tetrakis 24 14 36 Triangulos isdsceles
lcosaedro triatrakis 60 32 90 Triangulos
Dodecaedro pentakis 60 32 90 Triangulos
Octaedro hexakis 48 26 72 Tridngulos escalenos
Icosaedro hexakis 120 62 180 Tridangulos escalenos
Icositetraedro trapezoidal 24 26 48 Cuadrilsteros
Hexacontraedro trapezoidal 120 62 180 Cuadriliteros
Icositetraedro pentagonal 24 38 60 Pentagonos
Hexacontraedro pentagonal 60 92 150 Pentégonos
Tetraedro Octaedro lcositetraedro  lcositetraedro Octaedro
triakis triakis trapezoidal pentagonal hexakis

Dodecaedro lcasaedro Hexacontraedro Icosaedro Bipirdmide dual de
rémbico triakis trapezoidal hexakis un antiprisma regular
i @ Poliedro trapezoidal
Hexaedro Triacontraedro Dodecaedro  Hexacontraedro  dual de un prisma
telrakis rémbico pentakis pentagonal regular

Foliedros de Cata_l\'?n.
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Cabe observar que en cada uno de ellos todas las caras son iguales pero no
regulares. Asi pues, el nimero de vértices de un poliedro de Catalan coincide con
el nimero de caras de su correspondiente arquimediano y el niimero de sus caras,
con el de los vértices de su asociado. Curiosamente, todos los poliedros de Catalan
admiten una esfera inscrita tangente a todas sus caras, mientras que los arquimedianos
de los que provienen admiten una esfera circunscrita pasando por todos sus vértices.

Para entender bien esta familia veamos con detalle a uno de sus destacados
miembros: el rombododecaedro formado por doce caras idénticas que son rombos,
obtenido a partir del cuboctaedro tal y como muestra la figura siguiente.

Rombododecaedro y su generacion.

En la figura adjunta podemos apreciar un atractivo desarrollo plano de esta figura,

Desarrofio del rombododecaedro.

Poliedros estrellados

Algunos poligonos estrellados, como el pentagrama y la estrella de David, tuvieron un
valor mistico y decorativo en la antigiiedad. El pentagrama nace al unir los vértices
de un pentagono o al prolongar las aristas de un pentdgono. Anilogamente, la estrella
de David puede describirse como resultado de prolongar aristas de un hexigono o
como supcrposicirén de dos tridangulos equilateros girados media vuelta.
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Los primeros estudiosos de poligonos estrellados fueron Thomas Bradwardine
(1290-1349), Charles de Boulles (1470-1533) y Kepler (1571-1630). Pero fue este
ultimo quien se preocupd de buscar analogias tridimensionales e intentar describir
poliedros estrellados. Kepler se enfrenté a dos procesos alternativos para generar
estelaciones poliédricas partiendo de un poliedro: la estelacién por aristas, al exten-
der aristas del poliedro de partida, y la estelacion por caras, al extender éstas. Y en
este proceso Kepler descubri6 la primera pareja de poliedros estrellados obtenidos a
partir de extensiones de un dodecaedro y de un icosaedro (notando él mismo que
los otros tres regulares no daban lugar a ninguna estelacién).

Los cuatro poliedros estreflados de Kepler-Poinsot.

En 1854 Arthur Cayley bautizé los dos poliedros de Kepler como el pequeno
dodecaedro estrellado (12 puntas) y el gran dodecaedro estrellado (20 puntas), los
cuales presentan enormes regularidades: son poliedros regulares concavos.

Cabe notar que una forma de estelacién capaz de generar infinitas vestrellas» es
simplemente la colocacién de pirdmides sobre las caras de poliedros convexos. Tam-
bién maclando poliedros o considerando pirimides con base un poligono estrellado
nacen bellas sestelacioness.

Louis Poinsot inici, sin conocer los estrellados de Kepler, un riguroso y exhaus-
tivo estudio de los poliedros estrellados, admitiendo combinar tanto poligonos usuales
como poligonos estrellados en los que las aristas se cortan en puntos que no son
vértices (como el pentagrama, la estrella de David, etc.). Al hacer este estudio en
casos regulares Poinsot no s6lo redescubriéd los dos poliedros de Kepler sino que
encontrd dos nuevos: el gran dodecaedro y el gran icosaedro.

El propio Poinsot conjeturd que los cuatro poliedros estrellados descritos qui-
zis eran los nicos posibles dentro del dmbito mgs regular. Gracias a los resultados
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LOUIS POINSOT (1777¢1859)

flustre y reconocldo matematico y fisico francés, Poin-
50t supo unir a sus importantes contribuciones sobre
mecanica geomé_tr'ica (en relacion a cormo un sistema
de fuerzas actia en un cuerpo rigido) una obra de
1809 sobré poligonos y poliedros, en la que completd
los poliedros estrellados de Kepler afadiendo dos de’
nuevos, Curiosamente, un crater lunar lleva su nombre,
una calle en Parfs también... y, por supuesto, sus dos
joyas poliédricas.

AUGUSTIN LOUIS CAUCHY (1789-1857)

Est'é brillante parisiense ES'(IIJCI'!Q matematicas en la Ecole
Pol.yter:nique e ingenieria de caminos en la Ecole des
Ponts et Chaussés. En rﬁat'eméticas dejé una sorpren-
dente labor investigadora con 789 articulos que dieron
pie a una obra completa de 27 tomos, Profundamente
catélico, con ideas conservadoras y con un caracter di-
ficil (y no exento de épocas depresiuas}. tuvo grandes
admiradores y también un nutrido grupo de enemigos
intelectuales.

de Cayley se pudo extender la formula de Euler a una nueva relacién vilida para
estrellados. Sin embargo, no fue hasta 1812 cuando Augustin Louis Cauchy pudo
demostrar fehacientemente que la conjetura de Poinsot era cierta. Estas cuatro es-
trellas que hoy denominamos de Kepler-Poinsot eran las tnicas regulares posibles.

Como ya se ha dicho, otras estelaciones son posibles, y a lo largo del siglo xx
diversos autores han realizado labores concluyentes sobre estas nuevas figuras que van
desde tetraedros maclados a las 59 estelaciones icosaédricas. Max Briickner, Albert H.
‘Wheeler, Patrick DuVal, H.S.M. Coxeter y Joseph Bertrand hicieron grandes avances
en la creacidn de estos cuerpos estrellados (en su enumeracidn, en la descripcién de
sus posibles generaciones, en el estudio de su simetria, etc.).
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Otras familias poliédricas

Al margen de los cinco reyes y de la corte celestial de familias que se mueven a su
alrededor, también hay otros grupos interesantes de figuras poliédricas. Aqui tendra

noticia de algunas de ellas.

Paralelepipedos

Cubos, prismas de base cuadrada, prismas con todas las caras rectangulares. .., todos
son casos particulares de los paralelepipedos convexos con sus seis caras formadas
por paralelograimos, paralelas dos a dos. Estos poliedros son muy populares, ya que
son ficilmente describibles mediante los tres vectores que coinciden en un vértice,
siendo su volumen el valor positivo del determinante de dichos vectores. Con las
coordenadas cartesianas correspondientes a referencias oblicuas se tiene un lenguaje

privilegiado para hacer todo tipo de cilculos con paralelepipedos.

Policubos

Los populares poliominos son figuras planas formadas por cuadrados idénticos, cada
uno de los cuales tiene al menos una arista en comun con otro. Su equivalente espa-
cial son los policubos formados por cubos idénticos, cada uno de los cuales comparte
al menos una cara con otro. Si usted ha jugado con piezas Lego ya tiene hecho un
mdster en policubos. La misma idea se puede aplicar para considerar politetraedros,

polioctaedros, etc.

Poliedros con ciertas igualdades

Tiene su interés describir y clasificar familias de poliedros emparentados por alguna
regularidad sin necesidad de llegar a exigir todas las condiciones de los poliedros
regulares. De este modo se estudian los poliedros convexos con todas las caras
poligonos regulares, de los cuales hay 92, tal y como descubrieron N.W. Jonson y
V.A. Zalgaller.

En este grupo hay 14 que se obtienen cortando poliedros regulares y arquime-
dianos; 15, que surgen juntando regulares o bien regulares o arquimedianos con los
primeros 14 de la serie; 26, que salen de unir algunos de los anteriores con prismas

regulares; 11, que son producto de combinar logprimeros con antiprismas regula-
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TETRIS

El rompecabezas interactivo Tetris es, con sus diversas variantes, uno de los vid:aoiuegos més
célebres y difundidos desde 1984, Su invencion se atribuye al ruso Alexey Pajitncw.y su nomb-re
procede de'la palabra «tetraominc» (cuatro cuadrados). Inicialmente estaba constituido por
siete piezas de cuatro cuadrados: tira, cuadrado, pddium, dos piezas L simétricas y dos piezas
7 simetrizadas.

A medida que se popularizo el juego y surgieron patentes diversas se introdujeren diversas
formas de Tetris 3D, es decir situaciones espaciales donde los tetraominos del plano han dado

paso a tetracubos,

Las siete piezas an'ginaiés del Tetris.

res, y 8 que son configuraciones especiales de triangulos, cuadrados, pentigonos y
hexigonos. Los restantes, hasta completar la coleccion de 92, son combinaciones de
dos o tres figuras de las anteriores.

Esta somera descripcidn ya le puede hacer intuir que es problemitico ordenar y
enumerar bien los poliedros, eliminando repeticiones y aclarando siempre si lasfiguras
que son mutuamente simétricas (acuérdese de las dos L del Tetris) se consideran «dos»
piezas o se consideran equivalentes.

También estin los poliedros de caras uniformes en los que todas sus caras son
iguales, o los poliedros convexos con vértices uniformes (que reciben el mismo
nimero de aristas), etc. Cada exigencia lleva a un tipo de figuras.

Imagine un antiprisma pentagonal regular al cual se ha pegado en una base
una pirdmide pentagonal regular: este cuerpo tiene diez caras que son tridngulos
equiliteros y una base pentagonal; por tanto, es uno con caras regulares aunque sus
vértices reciben un namero distinto de aristas.
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Zonoedros

Son poliedros convexos en los que cada cara tiene el tipo de simetria de un para-
lelogramo (es invariante por giros de 180°). Piense por ejemplo en paralelogramos

COmoO Caras.

Trapezoedros

Se obtienen al unir los centros de las caras de los antiprismas.

Poliedros ortogonales

Todas sus caras se encuentran formando ingulos de 90° y todas sus aristas son paralelas
a los tres ejes cartesianos de referencia. Si se exige convexidad, s6lo se obtendrin
cajas prismaticas, pero si se entra en la concavidad hay muchos otros (los policubos,

por ejemplo).

Poliedros derivados

A partir de cualquier poliedro, por el principio de dualidad, al unir determinados
puntos, surgen nuevas piezas. También al truncar (cortando con planos) nacen di-
ferentes clases de poliedros truncados.Y al separar las caras y rellenar los espacios

vacios con triingulos surgen novedosas figuras.

Poliedros irregulares

Evidentemente, si no se restringe la atencién a las regularidades, entonces hay un
campo infinito por explorar. El mundo de los poliedros céncavos esconde atn grandes
musterios. Por ejemplo, existen los poliedros con agujeros: en el caso de policubos se
puede formar un «anillos con siete u ocho cubitos. ..y luego combinar estas piezas
entre ellas o con otras. Y si alin se desea explorar casos mis sofisticados, se pueden
considerar cuerpos en los que en lugar de caras poligonales planas existan poligonos
alabeados situados espacialmente, o se puede optar por situar trozos de superficies
regladas o incluso deformaciones topoldgicas... Si se visitan las numerosas piginas
webs dedicadas a los poliedros se podri encontrar muchisimos tipos clasificados.. .,

y una infinidad de cuestiones abiertas que espegan solucién.
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Hipercubos en dimension 4

Partiendo de nuestro contexto, que es el de la dimension 3 (largo-ancho-alto), una
figura especialmente emblematica para montar es el cubo: caras cuadradas idénti-
cas, igualdad de aristas y dngulos, perfecta perpendicularidad entre aristas y caras,
paralelismos ideales, indicacién de tres direcciones espaciales, etc. Parece obvio que
por su simplicidad y belleza preferimos pensar en un cubo tridimensional en lugar
de considerar otras alternativas mis sofisticadas. ;Cuil es la figura correspondiente
al cubo en dimensién 2? Un cuadrado. ;¥ en dimension 1?7 Un segmento. ;Y en

dimensién 0? Un punto. La secuencia es mostrada en la tabla adjunta.

[ pimension Figura Vértices Aristas 2-caras 3-caras
4] Punto 1 - - -
1 Segmento 2 1 - -
2 Cuadrado 4 4 1 -
3 Cubo 8 12 6 1

A partir de aqui es normal dar el siguiente paso ;Qué es un cubo en dimensién
4? La respuesta ripida es considerar el tiempo como la cuarta dimension y confor-
marse con que «un cubito terrenal cronometrado» ya incluye cuatro dimensiones.
Pero la coherencia matemitica enseguida susurra al oido: «con cuatro segmentos
formé un cuadrado, con seis cuadrados formé un cubo, con... ocho cubos formaré
un hipercubo».Y si observa la columna de los vértices en la tabla anterior (1, 2, 4,
8) puede decidir con buen criterio que el hipercubo tendrd 16 vértices, 32 aristas

y 24 caras planas...

Dimensién Figura Vértices Aristas Caras 3-caras 4-caras
4 Hipercubo 16 32 24 8 1

Conocemos, pues, muchas cosas de un hipercubo. Entonces es normal que
se pretenda ademis «vers a esta criatura. Por un momento piense en el cubo y
como «ve» al cubo desarrollado en el plano formando una cruz de seis cuadrados,
disponibles para ser montados en un cubo. Ahora tiene ocho cubos para «montar»
su hipercubo. Forme una pila de cuatro cubos y alrededor del tercero enganche
los otros cuatro... Ya tiene su cruz en 3D, desarrollo en el espacio del hipercubo.
Algo es algo.
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Esta fue la «cruz» que Salvador Dali considerd en diversos cuadros en los que
representd a la figura de Jesucristo levitando en el espacio. Pero puede seguir bus-
cando. Un cubo se identifica ficilmente cuando muestra sus caras cuadradas. ;Qué
mostrard un hipercubo? jCubos! Puede imaginar esculturas ciibicas que en cada
«cara» muestre un cubo en perspectiva.

También se puede pensar en que las figuras spor sus secciones se conocerin» e

imaginar las secciones wespaciales» de su hipercubo.

Representacion de un hipercubo en el plano

Puede darse rienda suelta a la imaginacion y creer en una cuarta dimensién como
el color y pintar adecuadamente un modesto cubo blanco de un rojo explosivo...
sAcaso las «dimensiones» de la arquitectura son sélo largo-ancho-alto? ;No hay
otros parimetros independientes de éstos, medibles e interesantes: color, luminosidad,

temperatura, reverberacion aciistica, etc.? F
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EL MONUMENTO A LA CONSTITUCION

£l arquitecto Miguel Angel Ruiz-Larrea di-
sefid este bello monumento a la Constitu-
cidn espanola de 1978 para los jardines del
Museo de Cienaas Naturales del Paseo de
la Castellana de Madnd. La obra fue plan-
fhicada como un cubo de hormigén blanco
de 7,75 m de lado. Escaleras al margen,
se trata de una visualizacién del hipercu-
bo, pues en cada una de las «caras» de
este monumento se puede ver un cubo en
perspectiva,

EL GRAN ARCO DE LA DEFENSA

El monumento de Paris llamado Grande Arche de la Fraternité, pero popularmente conocido como
La Défense {por encontrarse en el distrito que lleva este nombre), fue un proyecto del danés Otto
von Spreckelsen, quien superd con creces en 1982 a los otros 423 arquitectos que se presenta-

ron al concurso de ideas. Entre 1982 y 1989 se construyd este nuevo arco de triunfo que evoca

un hipercubo. Al mirar por las caras
vaclas del cubo ;adificadb. lo que se
ve es un wcubo en perspectivan. Lo
sorprendente son las medidas y la
funcionalidad. Mide 108 m de an-
cho, 110 m de altoy 112 m de pro-
fundidad; pesa 300.000 toneladas
soportadas por doce pilares... y a iz-
quierda y derecha hay 35 plantas de
oficinas gubernamentales; ademnas,
la parte superibr acoge un centio de
conferencias y éxpusiciones, un mu-
seo de informtica, un restaurante y
un mirador. -

‘
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Los tres politopos regulares

La propuesta de este apartado es visitar con detalle los politopos regulares en los
diferentes espacios de dimension: 1, 2, 3, 4, 5, 6, etc. Empecemos nuestra visita en
el plano, la dimensién 2. Los poligonos regulares son figuras convexas (contienen
cualquier segmento determinado por dos puntos de la figura) cuyos lados y dngulos
son ignales: tridngulo equilitero, cuadrado, pentigono regular, poligono regular de
n lados... Existen infinitos poligonos regulares. Estos servirin para ser las caras de
las figuras regulares de dimensién 3. Asi, creyendo disponer de un enorme taller
de poligonos regulares, pasamos a trabajar tridimensionalmente y... jsorpresa! En
dimensién 3 los poliedros regulares son figuras convexas cuyas caras son todas poli-
gonos regulares iguales y cuyos vértices reciben el mismo niumero de aristas..., pero
sélo hay cinco poliedros regulares. Esto es un hecho sorprendente: al aumentar una
dimensién... jhemos pasado de infinitos casos a cinco!

Las 2-caras de los poliedros regulares eran poligonos regulares, las 1-caras (lados
o aristas) eran segmentos..., luego las figuras regulares en dimensién 1 serin seg-
mentos. Por lo tanto, en dimension 1, la recta, sélo hay, de hecho, un tipo de figura
regular: el segmento.

Pasemos a la dimensidn 4: tenemos a disposicion los cinco tipos de poliedros
regulares para «pensar» las 3-caras de los politopos regulares. Nos encontramos las
siguientes figuras estudiadas por H.S.M. Coxeter:

HAROLD SCOTT MACDONALD COXETER (1907-2003)

Macido en Londres, Coxeter estudié matemdticas en el Trinity Col-
lege de Cambridge, pero desarrollé toda su carrera académica en
{a universidad canadiense de Taronto. Se le considera uno de los
grandes gedmetras del siglo xx, habiendo escrito multitud de tra-
bajos con grandes eminencias de la geometria y doce influyentes li-
bros. Bl estudio de los poliedros y del caso de poliedros en espacios
de dimensién superior a 3 le debe cantribuciones extracrdinarias.
Coxeter luvo gran amistad con el famoso artista holandés M. Es-
cher, quien recibi de él numerasas sugerencias para convertir en

arte muchas propiedades que Coxeter habla ideado.

ROBERTY
Portada de la biografla de Coxeter realizada por Siobhan Roberts. LR T U
5
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'EDWIN ABBOTT ABBOTT (1838-1926)

Profesor, escritor y teblogo inglés, Abbott se educt en la City
of London School i en el St John's Céllege de la Universidad
de Cambridge, donde alcanz6 aitos honores enobras clésicas,
mateméticas y teologla. En 1862 tomd los habitos religiosos y
tuvo una intensa vida docente. Su trabajo mas If:amoso, Flatland:
A Romance of Many Dimensions (Planilandia, una novela de
muchas dimensiones), lo publicé en 1884 bajo el pseuddénimo
de A. Square. El libro ha visto muchas ediciones. Flatland es

un cuento de las aventuras de un cuadrado en Linealandia y Espaciolandia. Asl, el protagonista
explica cémo son los seres poligonales de la sociedad plana. En un momento de |a narracion,
figuras tridimensionales cruzan el plano apareciendo en &l sélo sus secciones planas, que son lo
«Gnicow visible por los habitantes de Planilandia. El cuadrado se atreve a salir del plano y a viajar
por el espacio tridimensional, e Intenta la misién imposible de hacer comprender a sus colegas
bidimensionales que mas alld de «su lugar» hay otra realidad con més dimensiones. En este libro
Abbott busco popularizar las nociones de geometria multidimensional, pero el texto es también
una satira de las valores sociales, morales y religiosos de la época. Abbott se reliré en 1889, y se

dedicd a a literatura y a la teologla, campos en los que escribié numerosas obras.

El hipercubo, ya visitado en el apartado anterior, tedricamente determinado por
ocho cubos como 3-caras, tiene 24 2-caras, 32 1-caras y 16 O-caras.

El simplejo regular es la figura que generaliza la secuencia «segmento, tridngulo
equilatero, tetraedron. Si el tetraedro nacia como pirimide de un tridngulo equilitero
y un punto convenientemente situado en la tercera dimensidn, el simplejo regular
nacerd como una pirimide de base un tetraedro tridimensional y un punto en la
cuarta dimensién bien situado. El simplejo regular tiene 5 3-caras (tetraedros), 10
2-caras, 10 1-caras y 5 O-caras.

El politopo de 16 3-caras es el reciproco del hipercubo, es decir, la versién 4D
del octaedro que nacia de unir los centros de gravedad de las caras de un cubo.

El politopo de 24 3-caras tiene por 3-caras a 24 octaedros regulares y no tiene
un anilogo tridimensional.

El politopo de 600 3-caras es una extrafia criatura (cuya figura analoga serd la
formacién del icosaedro a partir de un antiprisma pentagonal aiiadiendo dos piri-
mides pentagonales). Tiene 120 0-caras, 720 1-caras y 1.200 2-caras.
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POLIEDROS Y FICCION

El Planilandia de Abbot influyd en muchas otras narraciones de ficcidn, en las que el tema 'de
sumergir el espacio «real» en uno de dimensién 4 o mas se ha explotado con mucha imagi-
nacién. Este interés alcanzé su culminacion entre 1870 y 1920. En esos afos se convirtié en
tema frecuente en la literatura fantastica, el arte e incluso las teorfas cientificas. La cuarta
dimensian, entendida como dimensién espacial adicional (no como dimensién temporal, |
como en la teoria de la relatividad) aparecio en las obras literarias de Oscar Wilde, Fiddor
Dostoyevski, Marcel Proust, H.G. Wells, Lewis Carroll y Joseph Conrad. Se citan a menudo
como clasicos del tema Into the Fourth Dimension, novela de 1926 de Ray Cummings; el
cémic Eugene the Jeep, que aparecié en 1936 como un personaje de la tira protagonizada
por Popeye, y el relato de 1941 And He Built a Crooked House, de Robert A. Heinlein. Este
interés pronto trascendi¢ al cine, donde abundan las peliculas en las que la cuarta dimensién
juega un papel esencial en el argumento, y actualmente en los videojuegos esta ocurriendo
el mismo fendmeno.

Desde el punto de vista académico, el estudio general de la geometria de la cuarta dimension
se debe a los trabajos de Bernhard Riemann, El matematico americano Thomas Banchoff ha
realizado magnificas peliculas sobre las seciones de un cubo de dimensién cuatro vistas en la
tercera dimensién y una versién moderna en DVD de Planilandia. En el fondo; en este tema
subyace el viejo mito de la caverna de Platon, en el cual el protagonista sdlo ve como realidad
inmediata las sombras de todo lo que circula por el exterior.

Fotograma perteneciente a la version de Planilandia dirigida por Thomas Banchoff

i
3
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El politopo de 120 3-caras nace como reciproco del anterior: sus 600 vértices
son los centros de Jos 600 tetraedros-caras.

En total, seis politopos regulares en dimension 4:al aumentar una dimension (de 3
a 4) hemos aumentado de cinco poliedros regulares a seis politopos regulares. Parece
srazonable» y esto nos predispone a la prediccién plausible de que en dimensién 5
deberia haber siete politopos regulares... Pero en cualquier espacio de dimensién n,
con n =5 ,s6lo hay tres politopos regulares: el n-cubo, el n-tetraedro y el n-octaedro.

n

El n-cubo tiene 2““{
14

, , n+1
p-caras, el n-simplejo cuenta con + p-caras
P

y el n-octaedro es reciproco del #-cubo. El siguiente cuadro resume la situacion.

Dimensién Figuras Regulares Tipos
1 Segmento 1
2 Poligonos regulares Infinitos
3 Poliedros regulares 5
4 Politopos regulares 6
n=5s Politopos regulares 3

Asi, la regularidad omnipresente para n=3 es la del n-cubo, n-tetraedro y
n-octaedro; Ja regularidad en la linea es simple convexidad; el plano es rarisimo; el
icosaedro y el dodecaedro son dos regalos del cielo, auténticas patologias espaciales,
y el espacio de cuatro dimensiones es muy extraiio respecto a todos los espacios que
estin mds alld de la tridimensionalidad.

/‘[1

Una representacitn plana del cubo de dimensién 5.
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Los trabajos matematicos sobre geometrias multidimensionales y geometrias no
euclideas habian sido considerados durante afios como simples abstracciones ma-
temdticas hasta que Henri Poincaré probé que el grupo de transformaciones de
Lorentz que dejaban invariantes las ecuaciones del electromagnetismo podian ser
interpretadas como «rotaciones» en un espacio de cuatro dimensiones. Mas tarde, los
trabajos de Einstein y la interpretacién geométrica de éstos por parte de Hermann
Minkowski llevaron a la aceptacion de la cuarta dimensién como una descripcidn
necesaria para explicar los hechos observados relacionados con el electromagnetismo.
Sin embargo, aqui la «cuarta dimensidén» no era un lugar separado del espacio tridi-
mensional, ni tampoco una dimension espacial andloga a las otras tres dimensiones
espaciales, sino una dimension temporal. En la teoria general de la relatividad el
campo gravitatorio es explicado como un efecto geométrico de la curvatura de un
espacio-tiempo de cuatro dimensiones.



Capitulo 3

Secretos poliédricos
sorprendentes

Los ojos captan fos mds sutiles cilculos matemiticos a despecho de
las deformaciones de la perspectiva.Y aqui reside uno de los
secretos de la melancélica belleza de ciertos cuadros.

Salvador Dali

Visitadas ya las familias nobles del mundo de los poliedros, se le invita ahora a descu-
brir algunos de los secretos mejor guardados. Son resultados, relaciones, propiedades
o ejemplos que resultan sorprendentes. Un componente importante de estas sorpresas
es ] hecho de que los poliedros son tridimensionales y, por tanto, presentan grandes
diferencias con las figuras planas que nos resultan mis familiaves. Piénsese en un
caso bien conocido: hay infinitos poligonos regulares en el plano pero sélo cinco
poliedros regulaves; que el salto de la dimension 2 a la dimension 3 haga pasar de
infinitas posibilidades a sélo cinco ya es un aviso estremecedor. Considérese fambién
los pentigonos regulares, con los cuales nunca se podri hacer un mosaico (pues no
hay manera de que los Angulos se acoplen bien); sin embargo, con doce pentigonos
regulares en el espacio se puede encerrar un maravilloso cuerpo que es el dodecaedro.
Durante la visita anterior a los diversos poliedros se ha tenido ocasién de apreciar
descriptivamente algunas de sus caracteristicas mas relevantes. En este apartado se
descubririn muchas mis, pero ademas se podra apreciar a través de sencillos cilculos
como se analiza este mundo, cdmo se hace el trabajo investigador en esta irea.

La formula de Euler

¢Qué tienen en comin un cubo, una pirimide gigante, un dodecaedro, un prisma
minasculo de base hexagonal y un rombododecaedro? Aparte de ser po'lie@iros,sus
caracteristicas métricas son muy diferentes; sus caras, diversas, sus angulos valrian, sus
medidas también son dispares..., pero tienen una migica relacién que se.verifica
en todos los casos:
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LEONHARD EULER (1707-1783)

Euler ha sido uno de los grandes matematicos de todos los tiempos.
Naci6 en Suiza, pero pasd gran parte de su vida en las Academias
de San Petersburgo y Berlin. Publicd B86 trabajos, la edicién de-
sus contribuciones precisd de B7 tomos... y tuvo trece hijos. Brilld
especialmente en dlgebra, teorla de narnlercs‘ geometria, analisis,
mecanica, astronomia, fisica, etc. y numerasos son los teoremas,

férmulas y conceptos que hoy llevan su nombre, Se ha hecho po-

pular la frase sobre Euler: «£l es el maestro de todos nosotros».

Caras + Vértices = Aristas + 2,

Ia sorprendente formula que descubrid Euler para fodos los poliedros convexos.

La férmula C+V=A4A+2

Considérese un poligono convexo con sus n véitices v, v,..., v, y las correspondientes
aristas v, v, vy, .., u"_1v",u"ul.N margen de las longitudes de los lados, de los angulos, de
la rectitud de las aristas, etc., una relacién que siempre vale es que ¢l nimero de aristas
es igual al niumero de vértices, relacidn tan trivial que hasta podria pasar desapercibida.

Pasemos ahora al espacio y consideremos un poliedro convexo cualquiera deter-
minado por I vértices, A aristas y C caras poligonales. Si desde un punto interior se
proyecta el poliedro en una esfera grande que lo incluya, quedan marcadas en dicha
esfera las lineas y los vértices correspondientes, de forma que los valores de I/, A y

C se mantendrin en la configuracion esférica.

Cara \
\ n+1 ,.

Grafo asociado a un cubo y al crecimiento ;}9 grafo poligonal.
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SECRETOS POLIEDRICOS SORPRENDENTES

También puede hacerse corresponder el poliedro con un mapa poligonal con
el mismo nimero de aristas A, el mismo niunero de vértices V'y C caras: C— 1
son poligonos y una es la region del plano externa al mapa (cara que limita al mapa
con un poligono). Entonces puede observarse inductivamente que si C= 2 se tie-
ne un triste poligono y V=4, 0 lo que es lo mismo C+ V=A+2.Sicon C=n
se tienen V vértices, A aristas y se supone inductivamente que n+ ¥V, =4 +2,
entonces con C=n+ 1 deberi fijarse la atencidn en una cara (la n + 1). Esta confi-
guracion se obtiene al anadir una cierta cantidad de K vértices y K+ 1 aristas a un

mapa con n caras, ¥ vértices y A aristas. Por tanto,

CHV,, =nt1+V,+K=(n+V,)+(K+1)=(4,+2)+(K+1)=
=(A"+K+1)+2=Au+l+2'

y asi queda establecido el famoso teorema:
En todo poliedro convexo vale la f6rmula de Euler C+ V=4 + 2.

Si se piensa un poco, aunque en primera instancia pueda parecer un resultado
vulgar (jhace afios que se recita el «caras mds vértices igual a aristas mas dos»!), se trata
de una relacién sorprendente: es algo que vale para cualquier poliedro convexo, no
importa ni el tipo de caras, ni los angulos en las caras poligonales, ni los Angulos entre
los planos de las caras, ni las longitudes de las aristas... Una férmula para una familia
infinita y dispar es algo que debe llamar la atencion. No es normal. Apenas existen

LA CARACTERISTICA DE EULER-POINCARE

A partir de la férmula de Euler en poliedros convexos asociados a la esfera se pue-
de considerar la llamada caracteristica de Euler-Poincaré: x =V — A + C. En el caso es-
férico se ha visto que x = 2. Si se considera un toro (superficie de revolucién genera-
da por una clrcunferencia que gira alrededor de un eje exterior a la misma), se obtiene
1 =0y, por lo tanto, enlapdliedros toroidales» C+ V= A. El género de una superfi-
cie g= % {2 - y) se corresponde con el nimero de uagujeros» de la misma (en la esfera
g =0 eneltorog=1..) Asl, lax o g son caracteristicas de la superficie, es decir, el «2» er el
C+ V=A+2 esconde |la presencia del «caracter estéricos de los poliedros convexos. Esta rela-

cién, en cambio, no juega bien con los poliedros concavos.
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VALORES RAZONABLESDECY V

Si se’tiene un poliedro convexo, entonces C+V=A+ 2y, portanto, A=C+ V=2, pEfO-‘J_Ql_Jé
valores razonables para Cy V pueden tenerse? {Hay algunas restricciones que se deben tener
en cuenta para Cy V? ¢Se imagina C = 1.000, =27 Evidentemente, V = 4, pues con me- -
nos de cuatro vértices no se tendra un poliedro, y por lo menos en cada vértice concurrirdn
tres aristas, asl que 3 - V5 2A, al ser cada arista determinada por dos vértices. Por tanto,
3V =20+ 2V —4, de loque resulta 4 = V = 2C — 4. También C = 4, pues al menos se nece-
sitan cuatro caras para cerrar un trozo de espacio y como minimo se necesita disponer de tres
aristas para cada cara, 0 sea 3C = 24 = 2C+ 2V — 4, de donde 4 = C = 2V — 4. Las relaciones

anteriores son las que corresponden a los poliedros convexos del espacio.

formulas que valgan para figuras tan distintas. Es una formula subversiva que se rie de
las caracteristicas métricas para dar una relacién numérica puramente combinatoria.

Euler versus Descartes via Polya

Considérese un poliedro convexo P.Para cada vértice v, se calcula su defecto angu-
lar A, que es la diferencia entre 21 y la suma S, de los dngulos concurrentes en v,
En cualquier vértice de un tetraedro el defecto angular serd de 21 - 3E—g yen
el vértice de un cubo valdrd 21~ 3% =T Se indica como A el defecto angular
total del poliedro P, es decir, A = A:"’ ﬁz +...+ A” si Ptiene n vértices v, v,..., v
¢Cuinto vale A? El descubrimiento de René Descartes fue que A vale siempre 47
radianes (o 720° si se trabaja en grados).
El siguiente resultado es, francamente, sorprendente en si mismo:

A=2n(C+ V- A).

El siguiente argumento, muy, muy simple, fue dado por George Pélya, Sea P
un poliedro convexo con C caras, A aristas y V vértices, y sean A =2r—§,,
A,=2r—S,..A =2n—§ los ¥ defectos angulares de los vértices. Si § indica la
suma total de todos los dngulos de las caras de P se tendri:

v v [
S=3¥S=Y@n-4a)=2rnV-Y A =21V - A

i=l = =Ly
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Por otra parte, también se puede calcular el mismo S de la siguiente manera. Si
C=C,+ ...+ C, donde cada C, indica el nimero de caras con i aristas, resultard
(puesto que en una cara poligonal de J aristas los angulos suman i* T — 27 al des-

componerse el poligono en i tridngulos):

S=3(i-2nC, = [f,.'cj _2% o} ]n =(24-20)m,

im) =] i=1
e igualando con la expresion §=2n 1 — A anterior, se obtiene:
(2A-2C =2V —A

es decir, A=21(C + V— A), como se queria demostrar.

Nétese que si vale el teorema de Descartes, es A =4n y, por lo anterior,
C+ V= A=2, es decir, vale la férmula de Euler. Y al revés, 51 C + V —A=2
resulta A = 47, Asi pues, de forma independiente Descartes y Euler descubrieron

dos hechos equivalentes.

RENE DESCARTES (1596-1650)

René Descartes naci en Descartes (entonces era La Haye en
Touraine) y se educd én el colegio jesuita de La Fleche en Anjou, .
especializandose en lenguas clésicas, logica, filosofia y matema-
ticas. Por su poca salud fue autorizado a levantarse cada dia a las
11 de la mafiana, costumbre que pudo mantener a lo largo de
su vida. Se gradud en la Universidad de Poitiers en 1616, estuvo

en escuelas militares y viaj6 por toda Europa. Interacciond con
Mersenne, Huygens, von Schooten, Beckman..., y mantuvo contactos epistolares con muchos
cientfficos. Entre 1628 y 1648 se instalé en Holanda.

Aportd ideas novedosas en filosofla, légica, dptica, metearitos, fisica, etc., publicando obras de
gran impacto en el pensamiento de la época y también en el de los siglos siguientes. Su obra
matematica culminante es La geometria, un apéndice a su popular Discours de la méthode pour
bien conduire la raison et chercher la vérité dans les sciences, Cometié el error de ir en 1649 3
dar clases-en Estocolmo a la reina Cristina de Suecia, quien requerla sus lecciones a las cinco de la
madrugada. Descartes cumpli su compromiso, pero murié de neumonia pocos meses despues.
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La formula de Euler con sdlo caras y vértices

¥a hemos visto las limitaciones sobre el niimero de caras C y el niimero de vértices
de un poliedro convexo. El niimero de aristas A dependia totalmente de Cy V.Para
la total eliminacién del nimero A, el precio que se deberd pagar es simplemente ser
amis explicitor con Cy V, concretando lo que se esconde detris de dichos nimeros.

A partir de un poliedro convexo P con C caras y V vértices se indica por C el
nimero de caras con n aristas y por I/, el nlimero de vértices con » aristas. Asi, se

pueden escribir sumas (jfinitas!) del siguiente estilo:
C=C+C+C +C,... (1)
Y también:
V=V, + V,+ V,+V,. @)
Como una arista pertenece a la vez a dos caras se deberi tener:
3C, +4C, + 5C, + 6C,... = 24. (3)
Y como cada arista une dos vértices, también sera:
3V, + 4V, + 5V, +6V,... = 24. (4)

Si nos ayudamos entonces de Ja férmula de Euler doblada, 2C + 21V = 4 + 24,
usando (1), (2), (3) y (4) resultard la maravillosa expresion siguiente:

3C,+2C, + C, =12+ 2V, + 4V, +... + C,+ 2C, +... (¥

Siempre hay un triangulo, un cuadrilatero o un pentagono

Piense un poco en el mundo poliédrico que habita en su mente, ;recuerda algin
poliedro convexo que no tenga ni un solo tridngulo, cuadrilitero o pentigono? Claro
que no, este poliedro convexo no existe. Observe la fdrmula anterior (*) y note que
en la parte derecha al menos se tendrd un 12, es decir, siempre

3C, +2C, + = 13
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Luego los ndmeros C,, C, y C, no pueden ser simultineamente nulos..., y resulta

que:

En todo poliedro convexo hay siempre por lo menos un tridngulo o un

cuadrilitero o un pentigono.

Podri haber otras caras, pero al menos una cara de este tipo de tres, cuatro o
cinco aristas debe estar. Si recuerda ahora que un poliedro regular es un poliedro
convexo que tiene todas las caras poligonales regulares idénticas y todos sus vértices
reciben el mismo nimero de aristas, puede revisar de nuevo el conocido resultado:

Los anicos poliedros regulares son el tetraedro, el octaedro, el icosaedro, el
cubo y el dodecaedvo.

En efecto, por lo que acaba de ver (siempre hay un tridngulo o un cuadrilitero
o un pentigono) y por la definicidn de poliedro regular, los (inicos regulares estarin
formados enteramente o por tridngulos equiliteros o por cuadrados o por pentigonos
regulares (pues los hexigonos ya no forman ingulo solido).

Si slo se tenen tridngulos equiliteros para combinar, recordando sus angulos de 60°,
la formula (*) lleva a 3C, = 12 + 2V, + 4V,.El tetraecio tiene C, = 4 (y, por supuesto,
V,=4,V, = V,=0).El octaedro corresponde al caso V, = 6, V,=V,= Oy C, = 8.
El icosaedro tiene C, = 20 y I, = 12. Con cuadrados s6lo pueden tenerse vértices
con tres aristas, luego ¥, = IV, = 0y por (¥) 2C, = 12,0 sea C, = 6, el cubo. Con
pentigonos regulares solo se podran formar vértices de grado 3,luego por (*) C, = 12,
que es el dodecaedro. Noétese que este teorema combina la relacién general euleriana
con las caracteristicas angulares de los poligonos implicados que delimitan los posibles
rincones espaciales que pueden formarse con triingulos, cuadrados o pentigonos.

No todas las caras pueden ser diferentes

Si usted es una persona inquieta, es posible que ante las tradicionales repeticiones
geométricas intente plantear la biisqueda de figuras en las que no se den tales repe-
ticiones, Por ejemplo, puede plantearse como formar un poliedro convexo en el que
todas sus caras sean poligonos diferentes (un tridngulo, un cuadrilitero, un pentigono...).
Seria como tener un poliedro-muestrario. La sorpresa es que nunca podri existir este
poliedro.
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Pase de la sorpresa a la conviccidn contando asi. Sea P un poliedro convexo con
C(P) caras y considérense los dos parimetros siguientes:

r(P) es la cantidad de nimeros naturales i para los cuales hay en P una cara
con i aristas.
K(P) es el niimero de lados de la cara que tiene mias vértices o aristas en P.

Asi, con un cubo P tendria r(P) = 1, K(P} = 4, pero una piramide recta P de base
pentagonal seria r(P) =2, K(P) =5.
Si P tiene una cara con K(P) lados, como cada uno de estos lados es una arista

de otra cara, en total tendrd por lo menos K(P) + 1 caras, es decir,
C(P)= K(P) + 1.

Como el mismo #(P) no podri superar nunca al cardinal del conjunto {3,4,5...,
K(P)},sera:

HP) < K(P)— 2.

De este modo, las desigualdades anteriores para C(P) y r(P) llevan a:
C(P—r(P=K(P)+1—(K(P)—2)=3.

Si usted pudiera construir un poliedro convexo con todas las caras poligonales
de diferente tipo, entonces deberia tener que el nimero total de caras C(P) deberia
coincidir con r(P) (cantidad de naturales i para los que hay una cara con i-aristas),
lo que llevaria a la aberrante contradiccién C(P) — r(P) = 0 = 3. ;Siempre hay algin
tipo de cara poligonal repetida!

Los tres poliedros austeros

El cubo con seis cuadrados, una caja con seis rectangulos, una pirimide con tantos
wridngulos (al menos tres) como lados tiene la base, en los prismas rectos diversos
(mis de tres) rectingulos... No serd evidente encontrar uno en el que al menos una
cara no se repita al menos tres veces... De hecho, sélo hay tres tipos de poliedros
convexos con caras que no se repitan al menos tres veces. Las figuras siguientes se
los presenta vistos desde arriba: ¥
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Fig. 1 Fig.2 Fig. 3

Si C,indica las caras con i-aristas, verd que en la fig. 1 tiene C,= C, = C,=2;
enlfig.2,C,=C,=C,=2yC =1lyenlhfig3 C,=C=C=2yC =2El
motivo de esta escasez es €l siguiente: sabemos que C + V= A4 + 2y como en cada
vértice hay por lo menos tres aristas, también sabemos que 3V = 24; por tanto, se
tiene (si C <= 2 para todo n):

12=6C+6V -64<6C-24=6%C, - Y.nC, =

w2z} w2l
=3C,+2C, +C,+ X (6-n)C, S3C,+2C, +C,+0<3-2+2-2+2=12,
w27
lo cual le lleva a la maravillosa conclusidén C =0paran=7,C,=C,=C,=2 Asi
que de heptigonos en adelante ni uno. De tridngulos, cuadriliteros y pentigonos
siempre habri dos... y de hexigonos podri haber ninguno, uno o dos, y de ahi salen
los tres modelos de las figuras anteriores. Modelos ciertamente excepcionales en el

mundo poliédrico.

Los diversos desarrollos planos

Cortar poliedros y observar algunas disecciones sofisticadas de los mismos no siempre
es una tarea ficil. Son divisiones-rompecabezas que no siempre resultan ni evidentes
de entrada ni ficiles de montar una vez se han desperdigado las partes. En general,
es mucho mis sencillo montar poliedros a partir de sus desarrollos planos.

En el breve recorrido histérico del primer capitulo ya se ha indicado que fue
Durero (1471-1528) el primero en incluir en su manual de pintura de 1525 algunos
desarrollos planos de poliedros, es decir, figuras del plano que convenientemente
recortadas permitian hacer maquetas tridimensionales de los poliedros correspon-
dientes.Visto al revés, al partir de un poliedro (por ser sus caras poligonos) siempre
podri asociarse su desarrollo plano correspondiente.
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Desarrollo de Durero.

Los desarrollos planos de poliedros no son Gnicos y, por tanto, es interesante
estudiar en cada caso la riqueza que puede darse para una misma figura.

GEODESICAS EN POLIEDROS

Dados dos puntos-en las caras de un poliedro ;cudl es el camino més corto que puedé unlf
dichos puntos, estando el camina totalmente contenido en la superficie del poliedro? Henry
Ernest Dudeney (1857-1931) hizo famosa esta cuestion, presentandola de forma recreativa
comoel problema del minima camino que debe recorrer una araia moviéndose por encima de

una caja para atrapar a una mosca situada en otra cara.

[P U

Como se puede apreciar en las figuras, una caja admite diferentes desarrollos planos. Localizados
aquellos en los que sea posible trazar el segmento recto uniende los puntos dados, entonces
bastara ver entre los posibles segmentos cul es el mas corto. Més alla del caracter de rompe-
cabezas que tiene este problema, el tema es muy interesante para electricistas, fontaneros...
o en cableados informéaticos donde los conductos o hilos deben situarse en paredes o techos y

parece razonable gastar el minimo material posible.
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En la ilustracion adjunta puede observar los 35 tipos de hexaminos del plano,
es decir, figuras formadas por seis cuadrados idénticos que siempre comparten al
menos una arista con otro. ;Cuantos servirian como desarrollo plano de un cubo?
Pues exactamente once.

El tema de los desarrollos planos ha dado pie al magnifico ejercicio de recortar
y pegar para asi obtener bonitos modelos tridimensionales (existen estupendas co-
lecciones de liminas en el mercado y hay numerosas webs que permiten imprimir
los desarrollos).

Dado un poliedro no es dificil hallar euno» de sus desacrollos planos, pero al revés
la situacidén es mas compleja, en el sentido de que no siempre es evidente «simaginars
qué tipo de poliedro resultara a partir de la malla plana impresa antes de proceder

a su montaje.

Los 35 hexaminos.
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SUPERFICIES DESARROLLABLES

Los poliedros, los conos, los cilindros, etc. tienen superficies formadas por segmentos rectos que
pueden ser desarrollados» en el plano. Sin embargo, hay muchas superficies, como la esfera o el hi-
perboloide de una hoja (formado por rectas), que no tienen esta propiedad. El gran problema de los
mapas terrestres ha sido precisamente esta imposibilidad de «desarrallars bien la esfera en un plano.

Poliedros flexibles

A partir del esquema mostrado en la figura siguiente se puede montar un poliedro

que es flexible.

La sorpresa es que doblando y pegando se obtienen anillos de tetraedros (calei-
dociclos) que se pueden shacer giram en el espacio. El famoso disefio IsoAxis® de
Wallace Walker inicié la moda de estos poliedros que son movibles en el espacio,
pero que tienen un desarrollo plano triangular en el plano.

Si se decoran, como hizo Escher, las caras de estas figuras girables se podran obser-
var secuencias de imigenes muy bellas. Nétese que al «girar» un anillo de tetraedros
entran en juego simultineamente diversos ejes de rotacién a la vez: el volumen de
la figura no se altera, las superficies de los tetraedros tampoco..., pero las distancias
entre vértices si que van cambiando. Ninguna posicién del anillo es isométrica a
otra y, no obstante, hay muchos parimetros que se conservan.

Otro tema es la erigidez estructural» de formas poliédricas, lo cual es un problema
fisico y constructivo interesante. El problema vital no es aguantar minipoliedros de

sobremesa, sino jestructuras habitables!

Parejas sorprendentes

El espacio tridimensional puede ser sorprendente, y los poliedros muestran por qué.
Una primera sorpresa es que muchos poliedros myy diferentes pueden tener los
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mismos vértices, es decir, los vértices en el espacio no determinan «el poliedros. Las

figuras siguientes son un ejemplo de una primera pareja de poliedros.

SV,

Los dos poliedros tienen siete vértices idénticos, cinco caras idénticas, poseen igual
nimero de aristas y caas.... jpero no son iguales! (uno es concavo y el otro es convexo).

¢Recuerda la conocida definicién de poligono como interseccién de los semi-
planos determinados por las rectas (que contienen las aristas)? Si salta al espacio y
considera todos los planos que contienen Jas caras de un poliedro, ;pueden cohabitar
varios poliedros baja esta misma coleccion de planos? La respuesta es afirmativa. El
siguiente ejemplo es definitivo.

Los suelos son iguales; los planos de las paredes también, y los planos de los tejados,
idénticos... Sin embargo, son poliedros bien distintos.

TENSEGRIDAD

Las estructuras tensadas por hilos donde por compresién y tensidn se logra mantener unas
barras formando una estructura rigida tienen gran interés en ingenierla y arquitectura. Fueron
inicialmente estudiadas por K. Snelson y R. Buckminster-Fuller a partir de 1948. Este tipo de
figuras han sido usadas por numerosos escultores, asf como en disefios de carpas, en los

que a lravés de la tensidn se mantienen correctamente situadas las lonas que configura'n

las cubiertas.
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Las dos sorpresas anteriores han puesto de manifiesto que los vértices y planos de las
caras por separado no aseguran igualdad de poliedros. Inevitablemente, puede pensarse
que si se juega con ambas condiciones, posiblemente ya no surgirin ejemplos raros,
Parece razonable..., pero no es el caso. Obsérvense, sino, los dos poliedros siguientes.

El misterio de la caja perfecta

Considere simples rectingulos y denomine «perfectos» a todos aquellos en los que
tanto los lados como las diagonales tengan valores enteros. Esta condicién de per-
feccién corresponde a tener widngulos rectingulos en los que catetos e hipotenusa
tengan valores enteros (tripletes pitagoricos). El famoso triingulo de lados 3,4 y 5
es el caso mis simple, y le serd ficil construir infinitos rectingulos perfectos.

Haga ahora el salto a la tridimensionalidad. ;Sabria hacer una caja (ortoedro
perfecto) tal que todos sus lados y todas sus diagonales, tanto en las caras como en
el interior, fuesen n(imeros enteros? Nadie hasta hoy ha logrado encontrar una caja
perfecta. Ni tampoco nadie ha sabido justificar que no puedan existir.

Lo mds genuino de una caja es que se trata de un poliedro convexo con ocho
vértices y seis caras rectangulares. ;Se conocen poliedros convexos con seis caras y
que sean perfectos? Si..., pero no son cajas. La perfeccién entera parece jugar mejor
con formas raras que con las cartesianas cajas de zapatos. En la figura puede ver el
hexaedro entero de B.E. Peterson y J.H. Jordan.
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Esta maravilla tiene seis caras que son todas ellas cuadrilateros, ocho vértices, dia-
gonales en las caras de 13 y 17, diagonales interiores todas de longitud 17, sumando
todas sus aristas 120 y sus diagonales, 240.
Si no busca figuras perfectas con seis caras, pero si con cinco o seis vértices, puede
considerar el doble tetraedro de H. Harboth y A. Kenniz con aristas de valor 2 y 3,

tal y como indica la figura y cuya diagonal interior vale 2.

El reto de la caja perfecta sigue esperando, paciente, su final.

Tetraedrizacion de poliedros

Dividir figuras planas, en especial poligonales, en tridngulos es una idea excelente para
el computo de superficies: el drea total pasa a ser la suma de las dreas de los tridingulos
de scualquiem triangulacién. Las triangulaciones de poligonos no sélo son posibles,
sino que ademds son diversas. Si se piensa en el caso paradigmitico de los poligonos
regulares, es un auténtico placer hacer disecciones triangulares de los mismos desde un
punto interior, desde un vértice, combinando puntos interiores y de la frontera, etc.
La triangulacién de poligonos le invita a la tetraedrizacién de poliedros, pero...
hay poliedros que no pueden dividirse en tetraedros, como el de la figura siguiente.

La tetraedrizaci6n de poliedros convexos es siempre posible, pero la de poliedros
concavos no siempre puede realizarse,
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Un rompecabezas imposible

¢Puede un cubo ser una reunién finita de cubos todos diferentes? Esta es la cuestion.
En general, un cuadrado no es diseccionable como una reunién finita de cuadraditos
de lados enteros positivos diferentes dos a dos, pero con mucho ingenio es posible
encontrar al menos algunos cuadraditos excepcionales que si pueden cuadricularse
con piezas de lados enteros todas ellas diferentes. Asi, John Wilson construyé un
complicado cuadrado con 25 cuadraditos y T.H. Willcocks encontré otro con 24.
Sin embargo, la division en cubitos diferentes no puede valer nunca para ningiin
cubo. Se trata de un argumento muy simple. Supéngase que un cubo fuese una
reunién finita de cubos todos ellos diferentes. Entonces podria empezarse a armar
este puzle y se pondria el primer piso de cubitos. Entre ellos existiria uno C, que
seria el mis pequenio. Es inmediato que tratindose del menor y siendo los demis
piezas cubicas, C, no podria ocupar ni una esquina, ni tener una cara situada en el
borde; por tanto, CI estaria colocado en el interior, rodeado totalmente de cubos mis
grandes. En el tejado de C| se verian trozos de caras de estos wrascacielos» cabicos
circundantes mis altos. Luego, al seguir con el puzle, se deberia cubrir este tejado
con otra familia de cubos diferentes y entre ellos uno, C,, seria el menor... y esto
sigue indefinidamente, cuento que nunca podra acabar con una reunién finita de
cubos. Una auténtica listima para gedmetras... y para fabricantes de rompecabezas.

Empaquetamientos curiosos

En el plano hay diversos tipos de mosaicos, es decir, configuraciones que involucran
un solo tipo o varios de losetas poligonales que combinadas recubren totalmente
la superficie. Los mosaicos regulares formados por cuadrados, tridngulos equiliteros
o hexagonos regulares son los més populares. Por ello resulta natural dar el salto al
espacio tridimensional y preguntarse sobre qué tipos de poliedros (de una clase o
varias) podrin tener la propiedad de sempaquetarse bien» y recubrir con su repeticion
todo el espacio. Esta es la bisqueda de losetas 3D.

Obviamente, a partir de cualquiera de los infinitos mosaicos que recubren el
plano pueden considerarse los prismas asociados a sus losetas, con lo que ya surgen
infinitos empaquetamientos prismiticos. Lo que interesa es hacer piezas mis singu-
lares que empaqueten.

;Cuiles de los cinco tipos de poliedros regulares empaquetan el espacio? Evi-
dentemente, con el cubo es posible. F
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Empaquetamiento cubico.

Pero lo sorprendente es que ninguno de los otros regulares (tetraedro, octaedro,
dodecaedro, icosaedro) sirve.

El siguiente caso interesante es el poliedro de Lord Kelvin (tetracaidecaedro) que
es un arquimediano con caras cuadradas y hexagonales.

Empaquetamiento de poliedros iguales de Lord Kelvin.

El tercer tipo curioso es el rombododecaedro, que es el poliedro de Catalan con
doce caras rombicas.

Empaquetamiento de rombododecaedros.
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Este caso es bien simple de justificar: si un cubo se disecciona en seis pirimides
iguales (con base las caras del cubo y vértice el centro de éste) y éstas se colocan
sobre otra copia idéntica del cubo, entonces surge el rombododecaedro.

Asi, el rombododecaedro tiene un volumen doble del de su cubo generador, y las
diagonales pequenias de las caras rémbicas son las aristas del cubo. En consecuencia,
en ¢l sempaquetamiento» del romboedro subyace, de hecho, el empaquetamiento
ciibico usual.

Otras posibilidades surgen de combinar, por ejemplo, dos o tres tipos de po-
liedros.

En las figuras siguientes podemos apreciar diversos ejemplos: en el caso 1 se
combinan cubos truncados y octaedros; en el caso 2, tetraedros y troncotetraedros,
y en el caso 3, octaedros y cubooctaedros.

Diversos tipos de empaguetamientos con dos piezas.

La esponja de Menger

El genial matemirico Karl Menger ideé, muchos afios antes de que Benoit Mandel-
brot formalizara la idea de figura fractal, una sorprendente «esponja» poliédrica que

hoy se presenta como el primer fractal en el espaciogle dimensién 3.
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Considérese un cubo de lado 1 y dividase en 3* = 27 cubitos (recuérdese el
cubo de Rubik). Si se saca el cubito central y los seis que tocan sus caras..., queda
un cubo «agujereador formado por 20 cubitos de lado 1/3. Si se hace lo mismo
con cada uno de los 20, surgen 20 - 20 = 400 cubitos de lado 1/3-1/3 = 1/9. Luego
se puede pasar a 40020 =8.000 cubitos de lado (1/3)* = 1/27 y proseguir este
tipo de operaciones. Esta es la idea de iteracién fractal, en la que se van generando
figuras en las que un trocito (un cubito) tiene la misma forma que la figura inicial.
Sorpréndase: mientras la ssuperficies de la esponja va creciendo hacia infinito, el

svolumens tiende a cero.

Esponja de Menger.

Obviamente, a partir de la idea de Menger uno puede inventar muchas otras
esponjas asociadas a diferentes poliedros, dando siempre una regla iterativa que
permita ir quitando piezas (siempre semejantes a la figura de partida). Quiza tenia
razén Henry Poincaré cuando se referia a los conjuntos fractales como «la galeria

de los monstruoss.

95



?’r



Capitulo 4

Poliedros en arquitectura y arte

La geometria es el propio lenguaje del arquitecto.
Antoni Gaudi

La geometria ha sido siempre un componente esencial de la arquitectura para hacer
posible que, de acuerdo con la feliz idea de Vitruvio, ésta sea westructura, funcién y
bellezas. A la estructura, la geometria ha aportado un amplio repertorio de formas
o figuras, medidas, proporciones... y también funcionalidad y estética.

Las formas prismaticas (jmuire la habitacién donde esti y la casa donde vive!) han
sido emblemiticas en muchas edificaciones, pero, afortunadamente, también formas
poliédricas mis sofisticadas han dado lugar a interesantes proyectos. El objetivo de
este capitulo es ofrecerle la posibilidad de apreciar algunos ejemplos muy sobre-
salientes de este fructifero didlogo entre geometria y arquitectura en el caso muy
singular de los poliedros.

Mallas, encofrados y andamiajes

Con estructuras de barras y nudos (para soldar las barras) se construyen hoy mallas
espaciales que forman parte de médulos expaositivos (como los stands feriales) o de
recubrimientos de espacios de todo tipo. Estas mallas son versitiles, livianas, amplia-
bles y, en algunos casos, desmontables y reutilizables.

Malla de poliedros de interés constructivo,
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Los rigidos tetraedros o las redes ciibicas suelen ser los poliedros mis utilizados
en estas mallas. Los nudos esféricos (vértices), donde se articularan las barras, deben
tener ya los agujeros con roscas estratégicamente distribuidos para poder enroscar
o soldar las barras tubulares, que serin los transmisores de los esfuerzos que debe
soportar la estructura. Si bien podrian distinguirse las barras que trabajan a trac-
cién de las que lo hacen a compresion, en general se tiende a iguales modelos de
cilindros huecos.

También se observan formas poliédricas (que aproximan otras superficies) en
encofrados para hacer construcciones o incluso en los tipicos andamiajes desde los
cuales se limpian y rejuvenecen las fachadas. Sin olvidar que la alternativa oriental a
nuestros andamios metalicos son los andamiajes hechos artesanalmente con maderas
o con bambies tipicos de la ciudad de Hong-Kong.

Igualmente son de interés para lugares donde se desee maximizar la Juz las mallas
«planas» de tetraedros y/o octaedros que primero se montan en el suelo de la obra y
luego se colocan verticalmente para soportar fachadas de cristal, o en el techo para
sostener limparas, cableados, tubos de instalaciones. . ., o simplemente dar un aspecto

bello al lugar y dejar pasar la luz cenital.

Modulos poliédricos habitables

La idea de crear viviendas de forma modular, es decir, disefiar un médulo que por
arepeticione» genere los espacios habitables, es una idea relativamente moderna y muy
ligada en origen a las necesidades del siglo xx (ya sea para poder ofrecer muchas
viviendas o para industrializar al miximo la construccién de viviendas y asi reducir
costes). La creatividad arquitecténica puede favorecer que el modulo geométrico sea
original y adecuado pero, ademis, la forma de repetir dicho méddulo también ofrece
un amplio margen imaginativo (desde la monotonia repetitiva de los médulos sadosa-
dos» a distribuciones que combinen giros, simetrias, traslaciones, intersecciones, etc.).

Por supuesto, los médulos poliédricos que son los primeros candidatos a ser con-
siderados son los cubos y sus agregaciones o colocaciones de tipo diverso.Vamos a
contemplar aqui ejemplos paradigmaticos de modulacidn ciibica, pero hay que dejar
constancia de que otros tipos de médulos, como los poliedros de Lord Kelvin, que
se han ensayado en Canadi, o las formas tetraédricas, con las que se han realizado
construcciones en Israel. La sinagoga en el desierto de Negev fue una obra realizada
en 1970 por Zvi Hecker en la que se combinaron poliedros acoplados con caras

lhexagonales y cuadradas creando un complejo espacio gxterior y un mis interesante
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recinto interior facetado poligonalmente. Este mismo arquitecto realizb en 1980,

usando casas-dodecaedro, todo un complejo residencial.

El médulo L de Leoz

El arquitecto Rafael Leoz ided un curioso méadule: cuatro cubos idénticos formando
una L con la cual se generan una gran variedad de espacios habitables.

Madulo L.

El nombre de eamddulo L» corresponde, pues, a la forma de articular los cuatro
cubos y no a la inicial de Leoz.

Cabe hacer notar que Leoz legd a la eleccién de la forma caracteristica del
madulo L al observar su versatilidad frente a otras combinaciones de cuatro cubos.

RAFAEL LEOZ DE LA FUENTE (1921-1976)

Este singular arquitecto madrileiio disefi¢ 218 viviendas experimentales en el poligono de Las
‘Fronteras de Torrejon de Ardoz y la embajada de Espafia en Brasilia, entre otras obras. Preocu-
pado por la construccién masiva de edificios para erradicar el chabolismo, a partir de 1960
investigd la industrializacién del proceso constructivo. invent el médulo L formado por cuatro
cubas y publicé dos obras de referencia: Divisién y organizacién del espacio arquitecténico
en 1965 y Redes y ritmos espaciafes en 1970. También se dedicd a la escultura, en fa que los
poliedros ocuparon un lugar privilegiado en su creatividad artfstica, Recibié numerosos premios
y distinciones. La Fundacién Rafael Leoz para la Investigacion y Promocidn de la Arquitectura
Social se encarga hoy de difundir sus ideas,
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Leoz evalué que tan sélo con dos L idénticas con al menos una cara en comin
podia obtener cerca de 3.000 combinaciones. Toda la teoria sobre este médulo la
dejé desarrollada en su libro Redes y ritmos espaciales.

En periodos de posguerra o ante grandes inmigraciones, la idea de crear médulos
para hacer arquitectura en serie ha sido siempre tentadora. Le Corbusier ided un
«médulor que era una medida (183 cm o 6 pies ingleses) y una forma de dividir o
repetir esta sunidad» (via el nimero de oro). Leoz fue directamente 2 la creacién de
un médulo geométrico. Por supuesto, ambas 1deas podian fusionarse.

El moédulo cubico de Bofill

Los arquitectos Anna y Ricardo Bofill realizaron en 1970 un singular proyecto de
viviendas en Sant Just Desvern (Barcelona): el Walden 7. La originalidad geomé-
trica del proyecto fue que el médulo del inmenso complejo de apartamentos era
un cubo. La tesis doctoral de Anna Bofill se basé precisamente en el anilisis de la
generacién de los espacios del Walden 7 a partir de un cubo. Uno o varios cubos
forman cada apartamento seglin su tamaiio (no necesariamente todos al mismo
mivel). La idea sugestiva fue que desplazando unos cubos respecto a otros se crea-
ba el espacio de circulacién entre apartamentos: el movimiento del propio cubo
creaba el acceso, en lugar de la tradicional construccién de pasillos, rellanos, etc.
La idea de reforzar la convivencia vecinal quedaba también incentivada. Ademis,
los espacios centrales vacios del edificio dan a la base la posibilidad de convertirse
en un espacio vecinal.

Un proyecto mis atrevido de la misma época fue el complejo de viviendas de
Moshe Safdie en Montreal, Quebec, donde casas prismiticas se amontonan en el

espacio formando varios pisos, espacios vacios, entradas y salidas de los médulos, etc.

El médulo de Blom

Rotterdam es una ciudad holandesa cuyo centro urbano exhibe atrevidos proyectos
arquitectonicos. Desde 1980 posiblemente el proyecto mas espectacular desarro-
llado en la ciudad es el Kuboswoning de Piet Blom, un complejo de 32 viviendas
situadas en la calle Overblaak. Lo sorprendente no es que cada vivienda sea un cubo,
sino que el cubo esté girado 45° respecto a la posicion tradicional, siendo soportado
por una columna que es un prisma hexagonal. Cada casa tiene tres plantas con un
total 100 m® de espacio Gtil. La planta principal es hegagonal, pues corresponde
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a la seccién plana que aparece en un cubo uniendo una secuencia adecuada de
puntos medios de sus lados, tal y como se ha visto en el segundo capitulo.

Esquema de fas viviendas de Blom

Maravillosas capulas geodésicas

En el pasado los arquitectos mostraron especial interés por las grandes clpulas que
culminaban edificios singulares. Sin embargo, su construccion fue siempre muy com-
plicada, precisando a menudo la edificacion previa de encofrados de madera sobre
los cuales construir la capula (con ladrillos, con hormigdn armado, etc.) para luego
tener que retirar el encofrado de apoyo. Afortunadamente, los poliedros permitieron
dar un paso adelante y descubrir las clpulas modernas, que permiten cubrir cines
o estadios, hacer pabellones de exposiciones, mercados, etc. Ya no son las cipulas-
cielo o clipulas-institucionales, sino capulas para cobijar actividades civiles, desde
un partido de baloncesto a un concierto de rock.

La 1dea clave para realizar estas ciipulas partié de las sctipulas geodésicas». El ico-
saedro regular es una de las cinco joyas poliédricas. Sus veinte caras son tridngulos
equiliteros y todos sus vértices estan en una esfera svirtuale que acoge con firmeza
la distribucién regular de estos elementos. Sucesivas triangulaciones de las caras
del icosaedro (y derivados), que se proyectan en la esfera envolvente, crean cipulas
geodésicas de gran rigidez (sin apoyos interiores suplementarios).
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Generacidn de una cupula geodésica y, arriba, un proyecto de R.8 Fuller de 1954.

Cabe notar que en el primer paso de una cara triangular del icosaedro delimi-
tada por tres barras se obtienen cuatro tridngulos con dos tipos de vértices y dos
tipos de aristas. En un siguiente paso se obtendrin dieciséis caras triangulares de
seis tipos de caras, cinco de aristas y cuatro de vértices, etc. Por tanto, estas ctipulas
geodésicas no son el simple resultado que darfa un Gnico tipo de barra y de nudo,
sino que precisan de una construccidén compleja al involucrar diversos tipos de
nudos y de barras. Cuando las triangulaciones van aumentando, la semejanza del
poliedro a una esfera es visualmente enorme y, por tanto, a veces nos equivocamos
al creer que se trata de una esfera cuando en realidad es siempre una aproximacién

poliédrica triangularizada. ¥
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RICHARD BUCKMINSTER FULLER (1895-1983)

Singular intelectual americano dedicado al disefio, la ingenieria
y la arquitectura, Fuller también se dedico a los inventos mas
diversos y a la redaccién de libros en defensa del medicambien-
te. Sus cupulas geodésicas son su maxima obra; incluso hay
compuestos quimicos que por'su estructura son denominados
fulerenos en honor a él. La figura prefenida de Fuller siempre
fue el tetraedro y con tetraedros ided numerosos disefios

Las capulas de Fuller

Richard Buckminster Fuller fue un genial arquitecto-ingeniero americano que re-
voluciond (y patentd) formas novedosas de hacer mallas espaciales con tetraedros o
espectaculares chpulas, como la del pabellén americano de la Exposicion Universal
de 1967 de Montreal. La idea de la cipula geodésica patentada por Fuller en 1947
era renunciar a la construccion en piedra u hormigon (que exigia ingeniosos apoyos)
para privilegiar la estabilidad estructural de formas poliédricas triangulares, ya fueran
determinadas por barras de acero o por la yuxtaposicion de médulos tridimensio-
nales adecuados.

Una cupula de Fuller.
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La cupula del Epcot Center

Construido en 1982 en Orlando, una vez finalizado el Magic Kingdom de Disney,
el parque temitico Epcot Center contiene interesantes vistones sobre la historia de
la tecnologia y su futuro, asi como representaciones temiticas de diversos lugares del
planeta. Su nombre corresponde a las siglas de Experimental Protorype of Com-
munity of Tomorrow.

La joya del parque se halla justo a su entrada: una inmensa esfera que posee
dieciocho pisos en su nterior. Técnicamente, esta figura «de tipo esféricon es en
realidad un dodecaedro pentakis de sesenta caras triangulares que a su vez se han
dividido cada una en dieciséis widngulos equiliteros, lo que lleva casi a una divisidn
en 11.520 trozos.

No sélo se trata de una escultura que anuncia el Epcot Center desde lejos, sino
que es una original atraccion. Accediendo por la base y a través de una cinta de
movimiento suave, los visitantes acceden por parejas a unas vagonetas, las cuales
van subiendo circularmente por las paredes interiores de la esfera donde diversos
dioramas presentan escenas sobre la evolucién de la comunicacién. Hacia el final
del recorrido hay que bajar de nuevo a la base, para salir y deiar las vagonetas
libres para otros visitantes. ;Cuil ha sido la solucién para la vuelta? La vagonera
gira 180° y asi los visitantes bajan de espaldas hasta la salida. Al final, un nuevo

giro resitiia la vagoneta,

Spaceslip Earh en Epcot Center g"
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Una copula de Isozaki

El reconocido y original arquitecto japonés Arata Isozaki (1931) ha realizado celebra-
dos proyectos internacionales con mgeniosos recursos geométricos. Inicid su carrera
como colaborador de otro maestro de la arquitectura nipona, Kenzo Tange. Una de
sus construcciones es un espacio emblemitico de Jas Olimpiadas de Barcelona de
1992, el Palacio Sant Jordi. Se trata de un domo de 45 m de altura cuya cipula fue
montada en el suelo y luego elevada por grias y encajada en diez dias. La clipula
cubre un gran recinto que tiene usos polivalentes, culturales y deportivos, y en su
concepcidn Isozaki usé una malla de tipo poliédrico con barras y nudos metilicos:
un triunfo de los tetraedros. Isozaki hizo un recubrimiento lateral alabeado con
mallas que forman una superficie curva para luego culminar en la parte central de
la cubierta con una nueva malla de tubos y nudos no plana, sino de doble curvatura.

El Palacio Sant Jordi de Barcelona disedado por Arata lsozaki

En otros proyectos [sozaki ha reahizado también innovadoras formas basadas en
la tecnologia, con posibilidades de movimiento, en escenarios, gradas, techos, etc.:
un ambiente tecnolégico y geometrizado variable en formas, luz, sonido...

La cipula de La Villette

Paris cuenta con una serie de monumentos referenciales en diversas partes de la ciu-
dad; asi, en el noreste, se observa desde muchos lugares una gigantesca esfera-espejo:
es la Géode de 1985, situada en la Ciudad de las Ciencias y la Industria, museo de
ciencia y tecnologia popularmente conocido como LaVillette. Dicho museo es un
referente en Europa por su modernidad, su bello edificio acristalado y sus contenidos.
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La Géode en la parisina Ciudad de las Ciencias y la Industna.

Basta mirar las cifras de la Géode para comprender su impacto: 36 m de diime-
tro y 230 toneladas de peso apoyadas en un pilar de 6.000 toneladas. Fue proyectada
por ¢l arquitecto Adrien Fainsilber y del ingeniero-escultor Gérard Chamayou. Este
altimo, como buen discipulo del gran disefiador de estructuras geodésicas Richard
Buckminster Fuller, determiné la Géode (abreviatura de geodésica) considerando
un icosaedro regular con sus veinte caras trangulares y sus vértices en una esfera
circunscrita; cada cara se divide en cien tridingulos equilateros y éstos se proyectan
en la esfera virtual envolvente, lo que da una aproximacién esférica espectacular
con 2.000 caras triangulares idénticas y con todos los vértices en la esfera. Cha-
mayou truncé la esfera por la base y, por tanto, la estructura de barras de acero que
monté tenia 1.670 tridngulos con 835 nudos. Una segunda triangulacién dividia
cada tridngulo en cuatro y con 6.435 placas triangulares (bombeadas de acero
inoxidable) cubriendo el conjunto logréd formar esta aparente esfera.

La sorpresa maydscula es el interior de este lugar. No es un monumento emble-
mitico en un espacio de ciencia, sino un cine con 363 asientos interiores inclinados
30° para ver las proyecciones de peliculas en una pantalla gigante semiesférica de 26
metros de didmetro. Se accede al cine por debajo de la ciipula, desde el museo, y la
distribucién escalonada de asientos asegura una perfectazvision,
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Una capula daliniana y otras obras

Salvador Dali, referente del surrealismo, hablaba de dos puntos cosmicos fundamen-
tales: el centro de la béveda de la estacion de trenes de Perpindn y la cispide de la
ctipula del Teatro-Museo Dali de Figueres. En la comarca catalana del Empordi,
donde Dali vivid, existe hoy un tridngulo daliniano muy visitado: la Casa-Museo
Salvador Dali de Port Lligag, el Castillo Gala Dali de Pubol y, desde 1974, el con-
currido Teatro-Museo Dali de Figueres. Este tltimo posee una capula de hierro y
cristal que es una estructura poliédrica. La actual es una restauracién de 1998 de
Talleres Inox S.A. con direcgidn de los arquitectos Clotet y Paricio. Se trata de una
tipica clipula geodésica de caras triangulaves,

En otros casos se han construido capulas transparentes (con hierros acristalados)
sin seguir formas poliédricas, sino directamente a través de formas esféricas (aunque
éstas se aproximan por elementos lineales). Asi, el lider del high-tech style Norman
Foster fue el encargado de transformar el Reichstag de Wallot en un renovado par-
lamento alemin. Restaurando pero conservando las fachadas, Foster introdujo en el
techo central una cipula de acero y cristal. La gran cipula semiesférica acristalada
queda definida por meridianos y paralelos metilicos, y posee un gran elemento
central con mirador y una sugestiva rampa interior transitable.

La cupula del Reichstag en Berlin.
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Gaudi y los poliedros

Antoni Gaudi se familiarizé con los poliedros durante sus estudios de arquitectura
al cursar la asignatura de geometria descriptiva siguiendo un libro de Léroy que
los describia con detalle. También conocié los poliedros al estudiar un curso sobre
ciencias naturales; su libro de texto, Cuadernos de historia natural de Milne-Edwards
y Aquiles Comte, editado en Madrid en 1859, le permitié familiarizarse con los
grupos cristalograficos.

El sistema de proporciones en la Sagrada Familia de Barcelona se basa en los
divisores de 12 (1:1, 1:4, 1:2, 3:4, 1:3, 2:3). Asi, no es de extrafiar que para los doce
campanarios Gaudi fijara su atencidén en algunos poliedros regulares, pues cubo y
octaedro tienen doce aristas, el dodecaedro tiene doce caras y el icosaedro, doce
vértices; ademas, al simbolizar en los pindculos de los doce campanarios los anillos
obispales, Gaudi conocia perfectamente que en joyeria se usaban siempre formas
poliédricas para cortar los brillantes o las piedras preciosas de los anillos.

Las formas poliédricas no elementales estin poco presentes en la obra gaudiniana,
pero no obstante tienen un claro protagonismo en los piniculos de la Sagrada Fami-
lia. Es légico pensar que Gaudi, como buen aficionado a la papiroflexia, practicd la
construccion de poliedros en papel. En el obrador de Gaudi, asi como en la Cripta
de la Sagrada Familia y en la Catedral de Palma de Mallorca, se aprecian modelos
poliédricos colgados. Formas poliédricas elementales se encuentran en habitaciones
ortoédricas, y la forma piramidal caracteriza el mirador de Bellesguard, mientras
que las chimeneas de la casa Batlo o el Palau Giiell poseen formas de pirimide o
de troncos de pirimide.

Chimeneas de la casa Batlls.  +f
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El mismo Gaudi afirma (equivocadamente) que:

Las formas poliédricas y las equivocadamente lamadas geométricas abundan
poco en la naturaleza. Aun las que el hombre hace planas (puertas, mesas,
tableros), con ¢l tiempo acontecen alabeadas.

Pero esto no excluye que precisamente se apoye en la excepcionalidad poliédrica
para hacer un uso en su obra singular de estos cuerpos geométricos. La fachada de
Levante, la primera en construirse, se dedicé al Nacimiento, a «la Encarnacién, el
Poder y el Padres. En sus cuatro campanarios la piedra que debe simbolizar el anillo
episcopal se obtiene de una interseccién de un cubo con un octaedro, tal y como
se ve en la ilustracién siguiente,

Recreacion de la interseccion de un cube y un octaedro.

Evidentemente, el poliedro resultante no es regular, pero tiene seis caras cuadra-
das y ocho hexagonales. Esta figura se interseca con una esfera que determina en
sus catorce caras un casquete esférico vaciindose siempre la zona cilindrica (deter-
minada por dos casquetes paralelos situados en las caras hexagonales) a efectos de
contener elementos eléctricos de iluminacién. En el viejo simbolismo platénico, el
cubo representa la tierra y el octaedro, el aire, y, por lo tanto, en clave mitoldgica,
el poliedro de estos campanarios seria una sintesis entre la tierra y el cielo: «el cielo
interacciona/aparece en la tierras... el nacimiento de Cristo.
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ANTONI GAUDI CORNET (1852-1926)

Este genial arquitecto nacido en Reus supo crear
un estilo propio basado en gran parte en la investi-
gacion geométrica tridimensional y estructural que
llevé a cabo a lo largo de toda su vida. Un amplio
repertorio de curvas, superficies regladas y también
poliedros, que Gaudl empled (ya fuera inspirandose
en las formas naturales o como resultado de sus
pesquisas emplricas), le permitieron crear una ar-

quitectura singular y dnica cuya culminacién fue (y

es) la Basllica de la Sagrada Familia en Barcelona.

Al observar detemidamente los campanarios de la fachada de la Pasién se ve que
sus constructores sigumeron los modelos preparados por Gaudi y también las formas
de los piniculos de la fachada del Nacimiento. Los poliedros simbolizando las piedras
de los anillos son, en estos cuatro campananos, los que marcan la diferencia. Si en
el Nacimiento el octaedro, dual del cubo, crecia y maclaba a éste en el poliedro de
caras cuadradas y hexagonales (no regulares), en la Pasion el juego geométrico tenia
que ser exactamente el dual. Partiendo del octaedro y de su cubo dual (determinado
por los centros de las caras del octaedro), al crecer el cubo éste macla al octaedro en
un poliedro que tiene seis caras octogonales regulares y ocho caras triangulares. De
nuevo simboélicamente, «de la tierra hacia el cielos... la Pasion de Crista.

En la fachada de la Gloria, que serd la entrada central, aparecerin dodecaedros
en los cuatro pindculos de los campanarios. El piniculo del cimborrio de laVirgen
Maria tendrd un poliedro estrellado de doce puntas y cuatro icosaedros formarin
parte de las torres de los Evangelistas. Asi pues, una vez esté completada la gran obra
de la Sagrada Familia, se podrin contemplar muchas formas poliédricas en la Basilica:
«la geometria es el propio lenguaje del arquitecton.

Algunas obras singulares

Poligonos y poliedros aparecen también en otras obras singulares de arquitectura,
Bien podria decirse que una de las ideas ancestrales para delimitar el espacio huma-
no fue hacer cabafias cuya estructura era una pirdimide de finos troncos de madera
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ligados en su extremo superior y luego recubiertos por pieles, paja o vegetacién.
Formias muy primitivas de habiticulos con estructura de prisma triangular (al apoyar
en una viga elevada los recubrimientos laterales) fueron tipicas de cabafias de pastor
o de zonas rurales de Madeira, de Hungria,Valencia...

Piramides egipcias, mayas y modernas

Las diversas pirimides de los faraones o los templos piramidales escalonados mayas
constituyen formas que elevaron los simples poliedros a una categoria mitica. En
Egipto se pueden visitar ochenta pirinudes, entre las que destacan las de Gizeh.
Junto a la forma geométrica y las inclinaciones de 51° de las caras laterales, destaca
su perfecta orientacion solar y sus cundadas medidas y proporciones. Entre las piri-
mides mayas, por su parte, destacan las de Tulum, Chichen [tz3, Palenque, Yaxchilin
y Tikal, configuradas por diversos troncos piramidales decrecientes.

La piramide maya de Chichen Itz4.

En épocas recientes ha aparecido un curioso diseiio piramidal en grandes hoteles
(y no sblo en LasVegas, donde todo es posible). Las «paredes de la piramide» son los
espacios de habitaciones y salas, credndose un enorme espacio interior vacio, con un
gran hall en la base, desde donde se contempla el colosal interior, los ascensores que
suben y bajan, etc. El Hyatt Regency Hotel en San Francisco o el Hotel Granada
Center en Granada son dos ejemplos de referencia.
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Entre las pirimides de ltima generacién sobresale la del Museo del Louvre
en Paris. Su original pirimide de barras metélicas y cristales fue disefiada por el
arquitecto chino I.M. Pei. Cuenta con 673 paneles de vidrio, 603 de los cuales son
rombos y 70 tnidngulos, y sus paredes poseen una perfecta inclinacién egipcia: 51°,

El Baptisterio de Florencia

En diversas ciudades italianas (Pisa, Florencia, etc.) hay espectaculares baptisterios
con formas de prismas octogonales culminados por pirimides (de base octogonal).
Su pura geometria se ve resaltada por la originalidad de sus decoraciones a color:
éste es el caso del Baptisterio de San Giovanni en Florencia. Algo mis bello y es-
belto que el macrocomplejo en forma de prisma pentagonal del famoso Pentigono
estadounidense.

La estructura octogonal de Brunelleschi

Sanrta Maria del Fiore, la catedral de Florencia, es una joya constructiva tinica del
gotico florentino. Su edificacién se inicid sobre la vieja iglesia de Santa Reparata
en 1296, pero los Gltimos detalles no se dieron hasta 1883. De un intervalo histo-

rico tal ya se puede deducir inmediatamente que muchos fueron los arquitectos

Santa Maria del Fiore en una fotografia realizada por Giorgily Sommer (1834-1914).
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y artistas que contribuyeron a este singular monumento. El exterior en si es una
muestra compleja de elementos geomeétricos (tridngulos, arcos apuntados, circulos,
rosetones...). Pero lo que realmente hace admirable esta catedral es la cipula que
entre 1420 y 1436 construyd el gran Filippo Brunelleschi y que influyé sobre
muchas otras cipulas.

El concurso que gané Brunelleschi tenia un condicionante que era todo un
reto: la base sobre la cual debia hacer la clipula era un octégono y las otras cipulas
menores ya habian sido construidas con base octogonal, usando ladrillos vistos y
con unos perfiles del llamado a quinto acuto. De hecho, desde que la base octagonal
se acabara en 1394 nadie creia que una gran ciipula (semejante a las otras) pudiese
realmente edificarse: ;cémo se iba a soportar el gran peso de la estructura hasta el
cierre culminante de la musma?

La genialidad del joven Brunelleschi fue hacer una maqueta mostrando que sin
complicadas estructuras centrales de madera para hacer la cipula era posible edificarla.
Dedicé dieciséis intensos afios a llevar adelante este gran proyecto, cuyo secreto fue
el siguiente: construir dos cipulas (una interior y otra extenor) y para ello crear un
esqueleto de hierro adecuado entre el octogono base y un octigono de hierro cul-
minante. Colocd los cuatro arcos a quinto acuto en los vértices del octigono y sobre
cada lado dos uras complementarias de gruesos perfiles decrecientes hacia arriba (en
profundidad, pero no en anchura). También se realizé a una cnidadosa elaboracién
y coccién de los ladrillos (cuya composicién se reforzd con hierro). De esta forma,
y como puede apreciarse recorriendo las galeras que quedan entre las dos clpulas,
aunque se trata de estructuras octogonales, los smeridianos» y algunos eparaleloss de
hierro situados estratégicamente aseguran que la construccién se comporta a tados
los efectos de edificabilidad y solidez como una cipula esférica. Por eso Brunelleschi
no precisé de apoyos centrales: en cada paso los anillos «paralelos» sirven para que el
conjunto ya construido se aguante. La linterna que culmina la cipula se apoyé en
el anillo octogonal superior de hierro.

La gran basilica cristiana es la de San Pedro en el Vaticano. En 1547 se encar-
gb a Miguel Angel la culminacién del templo con una gran cipula. Pero suerte
tuvo Miguel Angel de que Brunelleschi hubiese resuelto con «dobler clipula Ja de
Florencia y de esta manera pudo seguir el mismo modelo. Miguel Angel diseiié
una ctpula de base circular con robustas «costillas» que transmiten bien el peso de
la ctipula al soporte circular y a la vez delimitan una serie de quince ventanas desde
donde penetra la luz del sol. Hay, por supuesto, «a la Brunelleschis, una simple ciscara
externa y una robusta estructura interior.
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El Atomium de Waterkeyn

En 1958 el Atomium de Bruselas sobrevivié a la Expo. El ingeniero André Waterkeyn
ided esta estructura, inspirindose en el modelo didictico de un cristal de hierro.
Como era de prever, esta obra pensada para el medio afio de la Expo quedé como
patrimonio belga (habiéndose restaurado en el 2006). El Atomium es una estruc-
tura chbica con los vértices y el centro del cubo y sus correspondientes aristas. El
cubo se halla verticalmente colocado segin una diagonal principal. Consiste pues
en nueve esferas (de 18 m de didmetro) conectadas mediante veinte tubos. Esta
pesada estructura (2.400 toneladas de acero) posee 103 m de altura y alberga en sus
interiores transitables espacios, escaleras, escaleras mecinicas y un ascensor (que en
1958 era el mis ripido del mundo).

Los prismas oblicuos de Kio y otras obras

Madrid posee hoy una notable coleccién de grandes edificios que son puntos referen-
tes en la ciudad: la Torre Europa, la Torre de Madrid, la Torre Picasso, Torrespana, las
nuevas torres de Repsol, Sacyr Vallehermosos, Cristal, Espacio de Convenciones. ...
Y desde 1996 destacan con geometria propia las dos gemelas Torres Kio o Puerta de
Europa, que fueron disefiadas por el arquitecto Philip C. Johnson en colaboracion
con John H. Burgee.

Torres Kio en Madrid.

Las rorres son perfectamente simétricas respecto del plano central de la plaza
donde se ubican; combinan cristal, granito y metal, acogen 27 plantas, llegan a 114 m
de altura... y estin inclinadas 15° respecto a la vertical. Johnson hizo célebre la frase
shay que acabar con el dngulo recto si no nos queremos.morir de aburrimienton.
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Otras formas prismaticas diversas y espectaculares pueden contemplarse en el
Futuroscope de Poitiers y, por ejemplo, en los altimos proyectos de Envic Miralles
en Barcelona (el dificio de Gas Natural en la zona de laVilla Olimpica).

Poliedros y arte

En nuestio recorrido histérico por el mundo de los poliedros hemos tenido ocasién
de ver como muchos artesanos y artistas se interesaron por la representacién de po-
liedros en sus objetos, cuadros o dibujos. Las relaciones ente creatividad geométrica
y creatividad artistica han posibilitado originales aportaciones en pintura y escul-
tura. Si en el Renacimiento la presencia de poliedros era un recurso para enfatizar
los nuevos métodos de la perspectiva, muchos siglos después los poliedros dieron
pie a tendencias més abstractas. Sirva el cubismo de Pablo Picasso como ejemplo
ilustrativo. El objetivo ya no era el retrato de la realidad tridimensional en el cuadro,
sino buscar esencias geométricas para hacer arte. Asi, en Muchacha con mandolina, de
1910, Picasso representa la escena mediante una estructura poligonal y poliédrica.
Roger de la Fresnaye en su Conquista del aire, de 1913, sigui6 directamente a Pi-
casso con la representacién de un picnic al aire libre a través de la interseccion de
prismas y pirimides. Obras de Georges Braque o de Josef Albers son hitos en esta
poliedrizacidn artistica.

La Conquista del aire de Roger de la Fresnaye.
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Salvador Dali pinté muchos cuadros en los que subyacen diversos recursos
geométricos: simetrias, deformaciones topoldgicas, poliedros, hipercubos. En la obra
daliniana hay tres obras maestras de base poliedral. En El Corpus Hypercubicus, Dali
sustituye Ja cruz latina por una cruz de ocho cubos (el hipercubo). En El Sacramento
de la Ultima Cena la escena tiene lugar en el interior de una estructura de dodecaedro
(¢homenaje a las ideas platdnicas?) que a pesar de mostrar sus aristas representa un
cuerpo transparente que permite apreciar un paisaje de mar al fondo y una figura
fuera de él que asciende hacia el cielo. Quizis el caso mis curioso es el de la Contem-
placién césmica, una acuarela con tinta en la que aparece un poliedro, pero se trata de
un poliedro imposible al ser la combinacién de sus caras pentagonales y hexagonales
absurda para cerrar una figura convexa.

M.C. Escher fue un imaginativo creador de realidades 3D imposibles, de sor-
prendentes mosaicos y de pinturas ilustrativas de las geometrias no euclideas. A esto
Gltimo contribuyé la interaccion entre Escher y H.S.M. Coxeter. Los poliedros
regulares decorados por Escher han sido popularizados a través de recortables que
hoy estin en el mercado.

En la creacién de figuras imposibles ha contribuido notoriamente el matemi-
tico espanol Vicente Meavilla, quien no sélo ha sistematizado toda una teoria para
producir dichas figuras, sino que ha ideado muchas nuevas.

Evidentemente, es en la escultura moderna abstracta donde las formas poliédri-
cas han tenido un merecido protagonismo. Su simplicidad y su tridimensionalidad
manifiesta, junto al hecho artistico de jugar con el color, los materiales, las texturas,
los grandes tamafios, las simetrias resaltadas o rotas, etc., han elevado a los poliedros
a piezas fundamentales de la creatividad escultérica.

Policubos en Atlanta. &
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En la ilustracién anterior puede verse uno de los muchos policubos de hormigdn
que, como caidos del cielo, se encuentran en plazas de Atlanta. Pocas son las ciudades
donde no se encontrari alguna escultura ciibica en un parque, en una fuente, o en
un lugar dedicado a algo o a alguien. Asi, Isamu Noguchi colocé su inmenso cubo
rojo frente al Marine Midland Bank Building de Nueva York, que se apoya en sdlo
un vértice y muestra sus caras con una interesante perspectiva rombica. C.D. Perry
logré con su Eclipse metilico gigante llenar el gran hall de Hotel Hyatt Regency de
San Francisco; y este eclipse presenta superficies saliendo de un esqueleto metilico
de dodecaedro hacia un icosidodecaedro y un pequefo rombicosidodecaedro. Max
Bill en su Consiruccion con treinta eleinentos iguales cred una gran escultura metilica
sobre un pedestal que combina tetraedros que crean tiras en diferentes direcciones.

Hugo F Verheyen, A. Lee Burns, E. Haner, A. Holden, R. Fredenthal y muchos
otros artistas han legado piezas (inicas con base poliedral. Pero a veces la complejidad
de la escala de la escultura, asi como su construccién y emplazamiento, requieren
las intervenciones de arquitectos o ingenieros. Sol Lewitt creé numerosos murales,
obras a las cuales denominaba «estructurase: pensaba en su creacidn, hacia planes
para la misma y dirigia finalmente su ejecucién ayudado de ingenieros y obreros

ple———
s
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La escultura Torre, de Sof Lewitt, situada en el exterior del Figge Art Musem de Davenport, lowa.
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especializados. Su Pirdmide de los cuatro lados de 1999, situada en la National Gallery
of Art de Washington, sintetiza a través de bloques de piedra blanca lo que podria ser
tanto un homenaje a las antiguas construcciones como al desarrollo moderno de los
rascacielos. En otras esculturas con cubos Lewitt jugd combinando cubos macizos
y espacios clbicos vacios. Minimalismo geométrico, color, textura.

En tiempos recientes, Javier Carvajal ha realizado como escultor interesantes
exploraciones sobre mallas-celosias. Tom Carr, gran explorador de las formas bi-
sicas geométricas ¥ su situacién en el espacio, ha incluido numerosos poliedros en
sus obras.Valga de ejemplo un impresionante prisma hexagonal (Axis, de 2007) de
varios metros de altura hecho en cristal y situado en un prado rodeado de drboles,
donde se ve paisaje a través del prisma y los drboles del entorno se reflejan en sus
caras. Sus cubos de hormigén medio pintados formando un arco de triunfo en
Tarragona o una piramide con escalones en el Homenaje a la Unidad Europea (Sant
Boti de Llobregat) forman parte de su ya dilatada experiencia en dotar de grandes

esculturas los espacios piblicos.



Capitulo 5

Poliedros y diseno

La mcjor manera de tener una
buena idea es tener muchas ideas.
Linus Pauling

¢Vive rodeado de poliedros? ;Son los poliedros importantes en su forma de vivir? Las
dos preguntas tienen una respuesta afirmativa, y el objetivo de este dltimo capitulo
es convencerle de la apabullante presencia poliédrica que existe a su alrededor. Sus
variadas formas, sus diferentes funciones, sus estridentes colores, sus diversas texturas
y materiales, etc., contribuyen a que no todas las personas aprecien la omnipresencia
de los poliedros. Pero ya que viven con nosotros y los disefiadores nos ofrecen nuevos
poliedros a diario, vale la pena ser conscientes de su papel y de su utilidad.

La pelota de fatbol

A pesar de que multitud de periodistas deportivos hacen referencia «al esféricon,
el balén de fatbol no es una esfera, sino un poliedro, que al ser hinchado con aire
adopta una forma cercana a la esfera.

Pelota de fatbol reglamentaria.

Como se ve en la figura, el balén es un icosaedro truncado que combina 20 hexigo-
nos regulares y 12 pentigonos regulares. Este poliedro de Arquimedes tiene 32 caras, 90
aristas y 60 vértices. Como poliedro ocupa el 86,74% de la esfera circunscrita a él, pero
al ser inflado llega casi al 95%. Si bien se han estudiado (y realizado) otros disefios, hoy
por hoy este icosaedro truncado sigue siendo la opcidn ideal para la prictica del fitbol.
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LA FIFA'Y EL ICOSAEDRO TRUNCADO

Los balones oficiales son sometidos a estrictas normativas en cuanto a tamaios y grado de hin-
chamiento. En 2008 |a revista Consumer de Eroski informd de lo siguiente: «Para determinar la
esfericidad de un balén se hincha y se mide su didmetro en 16 puntos diferentes para calcular
el didmetro medio. Después, se calcula la diferencia entre el didmetro méaximo y el minimo. Asl,
el namera que se obtiene es la diferencia en porcentaje entre el didmetro maximo y el minimo
sobre el didmetro medio. A los balones oficiales para las competiciones de la FIFA se les exige
que no superen el 2% . Umbro, con un 2,2%, no es lo suficientemente redondo. Matt (2%)
y Joma (1,9%) mostraron valores de esfericidad aceptables, pero elevados. Las esferas mas
perfectas fueron las de Astore (1,3% de esfericidad) y Diadora (1,3%)». Toda una ciencia al

servicio del deporte rey.

Poliedros liidicos

Jugar ha sido desde siempre una forma amable de distraerse. Hay personas que juegan
por ambicién crematistica, confiando que el azar dejari de ser equitativo y se fijari
en ellas. Otras personas mds sensatas juegan por simple placer o para poner a prueba
sus destrezas, sus conocimientos o su suerte (sin esperar nada a cambio). También en
el mundo de los juegos los poliedros han desempefiado un papel. Ya se ha hecho
referencia en piginas anteriores al Tetris 3D y a como hacer poliedros con papel.

A continuacion se describen algunos juegos mis.

El cubo Soma

Solo personajes singulares pueden desarrollar creaciones en varios campos a la vez.
Este fue el caso de Piet Hein (1905-1996), un danés que fue fisico, matematico,
inventor, escritor... y reconocido poeta. En 1972 recibié un doctorado honorifico
de la Universidad de Yale. Hein inventé las superelipses (que se usaron en disefio
urbano de plazas y rotondas), los superhuevos (al girar estas superelipses), los populares
juegos Hex, Grangloids, Morra, Tower, Polytaire, Tac Tix, Nimbi, Qrazy Qube, Pyramiystery,
Astro catendar.. ., y el cubo Soma.

Se trata de una diseccién del cubo en siete piezas, cada una de las cuales tiene
como mixime cuatro cubitos (excluyendo formas convexas). Es como unTangram
tridimensional cuyo reto es formar un cubo de 3 X3 X 3gal estar formado por po-
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licubos es una extensién 3D de los populares poliominos. Martin Gardner y John
Horton Conway colaboraron a hacer popular este rompecabezas y su anilisis: admite
240 soluciones distintas (salvo simetrias y rotaciones).

Piezas del cubo Soma.

El cubo de Rubik

El escultor y profesor de arquitectura hiingaro Ernd Rubik invent6 en 1974 el
rompecabezas cibico més famoso (jy vendido!) de la historia.

Sello hingaro de 1982 dedicado al cubo de Rubik.

Su sencillo disefio permite manipular (girando) los cubos, siendo el objetivo del
juego lograr que en cada cara aparezcan los nueve cuadrados del mismo color. Una
idea similar con 2X 2 X 2 cubos sostenidos por imanes ya habfa aparecido en 1970
de la mano de Larry Nichols, y diversas patentes posteriores a 1974 han generado
multitud de variantes, pero el disefio mecanico de Rubik con la pieza central que
permite todos los giros de los otros cubos marcé un antes y un después.
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El ndimero de permutaciones posibles en el cubo de Rubk se ha evaluado en la

escaloftiante cifra de:
43.252.003.274.489.856.000

y, por ello, al margen de competiciones diversas, el cubo ha dado lugar a interesantes
estudios matemiticos sobre algoritmos eficientes y ripidos para resolver, a partir de
una situacidén cualquiera, la ordenacién de caras con igual color. David Singmaster
ided, capa por capa, un método para solucionar el reto en un minuto. Petrus, Fridrich
y Hein han dado métodos de resolucién con un niimero limitado de movimientos.
En 2007 D. Kunkle y G. Cooperman justificaron computacionalmente que el cubo
podia ser resuelto con un miximo de 26 movimientos. En 2008 T. Rokicki describié
una solucién en 25 movimientos, y en 2010 un equipo dirigido por M. Davidson
demostré que el juego puede resolverse en 20 movimientos (que pueden ser incluso
menos dependiendo de la posicidn de salida).

Pero junto al problema de los minimos movimientos aparece el reto temporal
de su resolucion. Erik Akkersdijk tiene actualmente el récord inundial en brevedad
resolutoria: 7,08 segundos. Incluso hoy existen divertidas competiciones usando los

pies, con los ojos vendados, con una mano, etc.

Dados y sorteos

Los dados poliédricos (ctibicos en especial) se remontan 2 la noche de los tiempos.
Tirados al azar por una mano inocente van dando los correspondientes resultados
numéricos segiin los nimeros asignados a las diferentes caras. En la época de griegos
y romanos los juegos de dados tuvieron gran popularidad, y se atribuye al emperador
Claudio un tratado (hoy perdido) de cémo jugar con dados.

En el siglo xvn, fueron las tiradas con dos dados las que impulsaron a Antoine
Gombard, el Caballero de Méré, a preguntar a dos grandes matemiticos, Pierre de
Fermat (1601-1665) y Blaise Pascal (1623-1662), sobre las estrategias convenientes. Y
de las reflexiones de ambos nacié el importante cilculo de probabilidades, una intere-
sante rama de las matematicas que también ha ayudado al desarrollo de la estadistica.

Los dados normales son cubos con caras numeradas del 1 al 6 de forma que
caras opuestas siempre suman 7 (7=1+6 =2+ 5=3+4), con los nameros 1,2,3
dispuestos en sentido antihorario. Dichos dados estin presentes en numerosos juegos
de tablero. Pero mis alli de los dados cibicos tradicionales, en las Gltimas décadas
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han aparecido unas nuevas generaciones de dados con otras formas poliédricas y, por
tanto, con otro tipo de numeraciones en juego. Hoy existen en el mercado dados
con 6,8,10,12,20... y hasta 100 niimeros, con formas de poliedros que tienen este
namero de caras (poliedros regulares, prismas, antiprismas, bipirimides, etc.).

Dado con cien caras.

El dado japonés espectacular de cien caras es, de hecho, una esfera de plistico
en la que se han realizado cortes de caras circulares uniformemente distribuidas (y
paralelas por parejas para que el niimero-resultado quede arriba). Con dos dados
de diez caras puede jugar a 100 nameros: uno da las decenas y el otro, las unidades.

Junto a los dados numéricos también existen los dados citbicos para péquer o
para juegos de rol.

UN DADO MISTERIOSO

La perfecta simetrfa de los cu.bos hace posible ver de forma evidente que todas sus caras tienen
igual probabilidad de salir; en caso de que se detecte que ciertos valores salen mas que otros,
se deducird inmediatamente que el dado tiene trampa (sobrepeso de alguna parte) o que la
mano inocente que tira el dado es totalmente malévola.

Considérese ahora un dado que tenga forma de prisma (por ejemplo, pegando dos dados
normales por una cara y distribuyendo los seis nimeros en las caras del prisma). ¢Cuél es la
probabilidad de que salgan las caras de la base o las caras laterales mas largas que las otras? Este
problema aun no ha podido resclverse con un calculo teérico y sélo haciendo muchas tiradas,
apuntando sus resultados y realizando un calculo estadistico de las frecuencias con las que salen
las diferentes caras se han podido evaluar las probabilidades como limites de estas frecuencias.
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EL FAMOSO LEGO

La idea de los policubos nace de la necesidad de tener médulos. Un caso de sor;-)rendente juego
modular ha sido el de Lego, cuya ralz geométrica reside en los cubos de madera. En 1918 Ole-
Kirk Christiansen inicié un negocio de carpinterfa en Billund, Dinamarca, construyendo casas y
muebles para granjeros; tras unos anos de dificultades, con el objetivo de minimizar costos de
produccién comenzd a producir versiones en miniatura de sus-productos como ayuda de disefio.
I:ae'. escaleras y las tablas de planchar en miniatura fueron las que le inspiraron a producir juguetes.
En 1934 el nombre Lego fue acunado por Christiansen a partir de |a expresion danesa leg godt,
que significa «juega bien». Cuando el plastico alcanzé un uso masivo, su empresa se adaptd a
los cambios y comenz6 a producir juguetes de plastico. Uno de los primeros juguetes modulares
producidos por Lego fue un camién desmontable, En 1949 se empezaron a producir los bloques
de plastico conectables que llevaron a la compaiila a la fama internacional. Estos «bloquess,
fabricados primero con acetato de celulosa y luego, con plastico ABS, fueron desarrollados al
estilo de los blogues de madera tradicionales, los cuales podian ser apilados unos sobre oltros;
el concepto revolucionario fue que los bloques de plastico podlan ser «trabados» entre si. Cada
bloque posela varios botones planos en su cara superior y un fondo ahuecado rectangular;
conectando las caras superior e inferior de dos bloques era pasible mantenerlos unidos.
Con un desarrollo cada vez més sofisticado de piezas, en 1968 fue inaugurado el parque tema-
tico Legoland en Billund con modelos en miniatura de ciudades reales, construidas enteramente
con ladrillos Lego. Una de las caracteristicas esenciales de estos ladrillos a través de su historia
ha sido que cada uno es, ante todo, parte de un sistema: cada nueva serie o juego lanzado es
-compatible con el resto del sistema; las piezas Lego, sin importar su tamafio, forma o funcidn,
encajan con todas las demas piezas de alguna manera. Para mantener el grade adecuado de
agarre, las piezas son fabricadas con un grado de tolerancia de dos milésimas de milimetro.
Los ladrillos Lego han sido considerados desde siempre de gran ayuda por los educadores gracias
a su capacidad de desarrollar las habili-
dades creativas y de resolucién de pro-
blemas en nifios. Este material puede ser

ladico y a la vez instructivo.

La pdgina web de Lego ofrece
instrucciones para construir NUMerosos
edificios, como esta ilustracidn, que
pertenece al montaje del Guggenheim
Museum de Nueva York.
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Rompecabezas

Disecciones poliédricas (como el cubo Soma) dan pie a multitud de puzzles en los
que el objetivo es montar el propio poliedro a partir de todas las piezas implicadas.
Juegos como Tak-it-Apart, Plato’s Plight, Burrs, Bun Box, etc. ponen sin duda a prueba
la perspicacia espacial. En tiendas especializadas y mercados de artesania de madera
podri adquirir juegos de este tipo. También puede confeccionar uno mismo cuatro
cubos iguales (con cartulina o piezas de Lego) con caras de colores diferentes y
montar con ellos policubos que tengan todas «sus carase del mismo color. Ademas del
cubo Rubik, existen en el mercado multitud de variantes con diferentes poliedros;
las reglas son las mismas que las del cubo, pero la geometria de cada caso cambia la

dificuitad.

Dolos y tetrapodos

Proteger las escolleras maritimas ha sido desde siempre un problema clisico en la
construccion de puertos. El objetivo es preservar los muros construidos para que
éstos no cedan a la fuerza de los temporales, Diversos fueron los métodos ensayados,
como colocar montones de grandes piedras o cubos de hormigén, pero una solucién
muy especial fue la constituida por formas basadas en tetraedros. Estas, al encajarse
entre si, dan mds solidez a la proteccién que el apilamiento citbico.

Un curioso disefio de la década de 1950, basado en el tetraedro, es el médulo francés
lamado tetripodo, que esti formado por cuatro troncos de cono distribuidos segiin
los ejes interiores de un tetraedro. Construidos en hormigén, son apilados entrelazados
en escolleras maritimas. Los dolos de Eric Merrifield de 1970, fabricados en Sudafrica,
servian para el mismo fin, pero aprovechaban las aristas opuestas del tetraedro.

Tetrapodo, dolo y tetrdpodo de trdfico.
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Mas adelante, la forma del tetripodo ha servido para hacer una sefializacién de
trdfico alternativa a los viejos conos, siendo mucho més faciles de colocar: basta l':::
ratlos al suelo y siempre quedan de pie. Este truco también se ha empleado con minj
tetrdpodos de acero con puntas en sus extremos, que al ser esparcidos por el sueln
aseguran que ningun coche podri escapar al control policial que los ha dispuesto, |

El imperio de las cajas

b

Todos vivimos inmersos en el imperio de las cajas. En las cajas se archivan papeles,
en las cajas se almacenan la mayoria de productos, las cajas aseguran el rmusportc.-eﬁ--
condiciones y el posterior reparto, las cajas son el gran intermediario entre el pmducr.t:i'_
de su interior y nosotros, los consunudores. En efecto, ademds de su misién intrinseca
de guardar bien el producto, las caras de las cajas comerciales incluyen hoy una enorme

cantidad de informacion (contenido, composicién del producto, caducidad, cdigo

de barras para escanear, precio, etc.) y una gran dosis de seduccion (imagenes, colores,
nombres y esléganes publicitarios...). Entre la venta al detalle con bolsitas plegables

de papel (que exigian atencidn personalizada) y las estanterias de cajas que se ofrecen

al voraz consumidor en grandes superficies hay un abismo en eficiencia, rapidez y

calidad de conservacion.

MARLBORO FLIP-TOP

La forma tradicional de empaquetar veinte cigarrillos ha sido colocarlos de la forma mas'col_'n[il !

ta posible (en tres filas de siete, seis y siete) con envoltorio de papel de aluminio, un envoltario ¢
caja de papel personalizada segin marca y producto, més un envoltorio transparente dé-c‘e-laﬁ??
Un didmetro de 0,8 cm y una altura de 8,5 cm para cada cigarrillo ha concluido en un{iﬁé"dﬂh‘f
cuyas dimensiones son generalmente de 5 % 8,5 X 2 cm, guedando la cara redariguiélr
de proporcion: 8,5/5 = 1,61, es decir, el nimero de oro. I

emblematico para el pafs productor.

&
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Elarte de fabricar cajas e imprimir en ellas informacion tiene también su peque-
fia-gran historia. La primera caja smontable» producida en Estados Unidos la hizo
Bird & Company en 1850 para que los vendedores empaquetaran los productos ya
comprados. La primera caja montable y ya impresa la hizo Robert Gair en 1879. Este
altimo legd a producir 7.500 «cajas» por hora y tuvo la genialidad de combinar el
proceso de imprimir con el de recortar el desarrollo plano de la caja, posibilitando
pues el almacenaje de «cajas vaciass y, a [a vez, informativas del producto.

Geométricamente, las cajas son la mayoria de las veces simples prismas, pero aun
en este caso, miés alld de las caras rectangulares, deben contar con complejos sistemas
de pestafias, dobles caras, tapas, bases, etc., que permitan montar una caja final muy
s6lida. También hay contenedores con sofisticadas formas geométricas.

En las figuras siguientes puede observar interesantes ejemplos de cajas basadas
en la simplicidad de los poliedros, pero convenientemente reforzadas y aseguradas.

Las cajas mis apreciadas son las montables cuyos desarrollos planos se guardan
apilados y cuyo montaje se puede hacer facilmente al momento. Los casos de las cajas
de cereales o de pizzas han sido cientificamente estudiados. Su uso comercial les da

un enorme volumen de negocio.

Cajas poliédricas y sus desarrollos.

También aparece en este imperio consumista de las cajas el tema de «envolvem
cajas para regalo. Por algiin motivo regalar una caja sin envolver produce sospechas y el
envoltorio con etiquetas certifica que «ha sido compradan. La superficie del papel que
hay que usar siempre es superior a la superficie de la caja, pues debe haber margenes su-
ficientes para cerrar con dignidad el regalo, afiadir cintas, etc.;Todo un ritual prismatico!
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Tetra Pack®

Los diseiiadores suecos Ruben Ransing y Eric Akerhund crearon hace mis de
cincuenta afos los célebres Tetra Classic, Tetra Reex, Tetra Top y Tetra Brik Aseptic.

El Tetra Classic tiene forma de tetraedro, con sus cuatro caras tridngulos equili-
teros; el Tetra Brik Aseptic tiene forma de caja (ladrillo) y su base de 6,66 X 10 cm
permite que en una superficie de 30 X 40 cm se puedan colocar verticales dieciocho
envases; el Tetra Rex es un prisma de base cuadrada con tapa inclinada o no, y el
Tetra Top tiene también forma de prisma cuadrado, pero posee tapa de polietileno.

pline

Estos ligeros envases son producidos a partir de capas de papel que aseguran

la consistencia, plistico que aporta hermeticidad, aluminio que aisla de la luz y el
oxigeno, y finalmente, la capa de polietileno, que es la (nica que se encuentra en
contacto directo con el liquido (vino, zumo, leche, caldo...). El proceso genérico
del envasado permite una total esterilizacién interior y una perfecta conservacién
antes de la abertura, sin necesidad de refrigerar (lo que representa un gran ahorro).
El poco peso del envase y su capacidad de apilamiento se ha calculado que ahorra
un 75% de los costes de transporte.

Una sorprendente geometria permite Ja produccion de estos envases. A partir
de rollos de material (ya impresos), y por medio de unos ingeniosos mecanismos,
se produce por ejemplo el Tetra Clasic, en cadena, doblando bordes, procediendo al
llenado (por abajo) y doblando y sellando bordes para cortar y separar los envases

posteriormente.

Poliedros caseros

No sélo las habitaciones pueden tener formas tipo caja, sino que muchos elementos
aparentemente «planos» tienen en realidad un grueso que les da el volumen necesario.
Piénsese en las piezas del parquet, en las baldosas, en todas las partes de los muebles
que tienen formas prismaticas, en las puertas y sus montagges, en las ventanas, en una
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CAJAS DE KLEENEX®

En 1872 John A. Kimberly, Havilah Babcock, Charles B. Clark 'y Frank C. Shattuck montaron en
Meenah, Wisconsin, la corporacion Kimberling-Clark Coorporation; afos mas tarde de esta empre-
sa surgi la produccion de Kleenex. €n sus inicios la comparila fue una gran productora de papel
higiénico y mas tarde de toallas de papel, vendas y un primitivo tipo de compresas llamadas Kotex.
El 12 de junio de 1924 nacié Kleenex® Brand, la toaliita facial desmaquilladora, aunque daos afnos
despuss fue el mercado masculino el que descubrié su uso alternativo como pariuelo de bolsillo.
Desde entonces ha habido una carrera metedrica mundial de produccién de estos cuadrados
blancos y suaves (y desechables).

El nombre Kleenex (con K de Kimberly} provine de cleaner alterando las letras pero no el sonido
en inglés, afiadiendo al final «ex», dado el éxito que tuvo el Kotex. La famosa caja Pop-Up® ca-
racteristica de los Kleenex® data de 1928, pero los primeros paquetes para bolsillo no surgieron
hasta-1932.

El secreto de la caja prismética de Kleenex es que por el orificio de arriba se van extrayendo, uno
tras otro, los panuelos estratégicamente plegados y secuenciados para que siempre haya uno
dispuesto a cumplir su alta mision.

chimenea prefabricada... Puestos a resaltar algunos ejemplos, se han elegido piezas
hogarefias especialmente ricas en geometria.

Lamparas geométricas

Existen en el mercado infinidad de limparas para colgar con formas poliédricas, desde
simples cubos de cristal a dodecaedros, estrellas de I{epler-Poinsot, etc.

Un ejemplo destacado en este dmbito son las econdmicas limparas Lampan de
Tkea, distribuidas segiin la simenia de un poliedro con 52 caras. También es ficil
distribuir Jas limparas como un dodecaedro o un icosaedro. Por su parte, el disefia-
dor danés Holger Stron se basé en el triacontaedro rémbico (poliedro con treinta
caras rombicas y vértices que reciben tres o cinco aristas) para crear un modulo
de plastico irregular que permite montar la limpara IQLight.

En muchos lugares, de Granada a Estambul, se producen bellisimas limparas de
cristales de colores y con aristas metilicas que tienen forma de poliedro estrellado.
Incluso Gaudi colocé Jamparas con forma de dodecaedro en la Cripta de la Basilica
de la Sagrada Familia.
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Paraguas piramidales

Los paraguas como instrumentos individuales para evitar mojarse no surgieron en
Europa hasta el siglo xv1 y fueron considerados inicialmente sélo para uso femenino.
Pasarian varios siglos hasta que los hombres admitieran también el interés del arte-
facto. Por ejemplo, en la lluviosa Gran Bretafia, no existidé una tienda de paraguas
hasta 1830, siendo los materiales usados madera, tela, ébano para el mango, etc. La
estructura de hierro fue introducida en 1852 por Samuel Fox.Vale la pena notar que
Fox logré con su disefio rentabilizar grandes partidas de varillas para fajas femeninas
a las que pudo asi dar salida.

[ AR 0T MO YITORALL O %

Calle de Parls bajo la lluvia, lienzo de Gustave Caillebote realizado en 1877,
cuando los paraguas con estruciuras de hierro todavia eran una novedad en muchos lugares.

La geometria del paraguas normal es simple: una anilla se desplaza hacia arviba
del baston central forzando a sus ocho varillas a subir, las cuales, a su vez, obligan a
las ocho varillas mayores a abrirse y tensar, de esta manera, la tela que las cubre, Se
descubre asi una bipirimide octogonal. La estructura que se asemeja a una pirdmide
octagonal es proxima al circulo. De este modo, la spirimide» anti-lluvia presenta una
perfecta simetria que funciona con lluvia vertical, aunque no sirve de nada para luchar
contra rafagas inclinadas de luvia y viento. Recientemente, al caricter «flexibler de
los paraguas se ha unido la virtud «plegables, existiendo hoy mini estructuras que
una vez desplegadas, como en los trucos de magia, dan luggar a un paraguas.
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CORTINAS POLIEDRICAS

" Lo dltimo en cortinas se debe a la disefiadora holandesa Hanna Allijin, quien dando a las telas
divisiones triangulares y plegando las cortinas de lado y hacia arriba logra crear formas poliédri-
cas con las mismas. En Internet se puede encontrar mltiple informacién sobre los trabajos de

esta vanguardista disefiadora.

En la actualidad, hay una nueva generacién de paraguas. En Santiago de Chile
se venden a precio elevado nuevos disefios que se han saltado el principio omni-
presente de las ocho varillas. Hay de cuatro varillas (dando una pirdimide cuadrada)
y de seis varillas (dando una piramide hexagonal). Evidentemente, los paraguas para
golf son los mis grandes del mercado. Pero si aun los quiere mds grandes siempre
puede refugiarse (aunque resulta aparatoso) bajo una sombrilla de playa o de mesa

de restaurante. El principio es el mismo.

Objetos de cartdn

Con el creciente interés por los objetos caseros que sean plegables, de ficil montaje
y reciclables, han aparecido multitud de objetos de cartén que se venden planos y
que con los correspondientes encajes dan lugar a interesantes formas geométricas
de usos bien diversos. Un ejemplo son los dodecaedros de carton en los que falta
una cara pentagonal y son casitas para gatos.

En el mercado también se pueden adquirir (si el peso y volumen de sus futuros
usuarios son muy limitados) mesas y sillas de cartén reforzado y plegado listo para
montar una cena o un picnic.

Mobiliario urbano

En calles y plazas son frecuentes la colocacidn de asientos, mesas, jardineras, juegos
infantiles, paradas, barandillas, objetos para impedir el trifico rodado, quioscos, etc.,
formando las figuras poliédricas parte de estos elementos. Nada mis simple que
un banco con forma de un paralelepipedo de piedra o una losa apoyada en dos
losas menores. Para el disfrute de los nifios hay «casitas» en parques que son como
sarquitecturas» en gigante o pequefias cpulas de barras de hierro en las que hacer
divertidos itinerarios circenses.
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Estructura poliédrica en un parque infantil.

Dodecaedros en hormigén se han usado en lugar de pilonas esféricas para delimi-
tar zonas peatonales e incluso en Paris se han usado dodecaedros como contenedores
de vidrio. En el caso de los contenedores de basura, se usan formas de troncos de
pirimide o paralelepipedos.

Otro ejemplo destacado es la aparente pirdmide situada en la plaza del Cos-
mocaixa de Barcelona. En realidad, son sélo dos caras triangulares de hierro pero
colocadas de forma que su sombra actiia como reloj de sol. En ¢l suelo de esta Plaza
de la Ciencia estin marcadas las horas correspondientes para poder «leer» la infor-
macibn horaria de las sombras.

Poliedros en joyeria

Australia, Sudifrica y Brasil tienen los yacimientos en donde hay diamantes. Luego
esta valiosa materia prima va a parar a todos los lugares donde habilidosos joyeros
wransforman el mineral en bruto en piezas geométricas tinicas, brillantes que seducirin
a humanos que pueden permitirse el lujo de pagarlos o que estin dispuestos a acep-
tarlos. En los diamantes se une el alto valor derivado de su escasez y el valor afiadido
de su geometrizacion. Peso, pureza, tallado y facetado son su tarjeta de presentacion.
El diamante es la sustancia natural més dura y cristaliza en el sistema cibico,
adoptando los cristales en origen formas cercanas al octaedro y siendo sus colores di-
versos. Es usual distinguir nueve formas en las tallas de diamante, las cuales reciben los
nombres de talla sencilla, brillante, corazén, oval, marquesa, pera, baguette, cuadrado
y esmeralda. Es preciso remarcar que siendo el diamante el material mas duro, lograr
hacer estas tallas perfectamente geométricas exige un proceso tecnolégico avanzado.
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Esquema de un diamante tallado en talla brillante
y que muestra el facetado de sus tres partes.

El nombre clave en la historia del tallado de diamantes es el de Marcel Tolkowsky,
quien en 1919 publicé Diserio de diamantes, un estudio sobre la reflexion y refraccién de la
Iuz en un diamante. A partir de referencias historicas, Tolkowsky planted y resolvio una
propuesta para el corte ideal de diamantes desde el punto de vista éptico, maximi-
zando brillantez, fuego y color. Usé los principios dpticos bisicos (leyes de incidencia
y refraccién) y mediante simples calculos trigonométricos, determind unas formas y
proporciones que resultaban éptimas para los objetivos buscados. Jasper Paulsen hizo
correcciones técnicas a los resultados de Tolkowsky, pero, esencialmente, los cortadores
de diamantes han seguido durante gran parte del siglo xx los resultados de 1919.

La punta inferior del poliedro es insertada en el anillo y la parte truncada, con-
venientemente facetada, responde a los efectos maximizadores de brillantez, fuego
y color. Los dngulos de 40°45’ del pabellon, 3430 para la corona y un tamafio de
la tapa del 53% son los datos clave del modelo. Cabe notar que Tolkowsky induce
con su estudio a primar la belleza geométrica por encima del tamanio: si se hubiese
primado el peso los diamantes no se cortarian.

El siguiente paso en la industria de los diamantes fue dado entre 1977 y 1984 en
Japén, con una nueva forma de tallar diamantes (ideada por Yasuhito Shigetomi), un
nuevo aparato (el FireScope®) y un nuevo planteamiento en la produccién y venta
(desarrollado por Taruhiro Tamura). El nuevo modelo se denominé EightStar®, al ba-
sarse en una estrella de ocho puntas, presentando 58 caras y siendo Kiyowhi Higuchi
su tallador-inventor. Una vez mas, la simetria wridimensional poliédrica, las formas
estrelladas del nuevo tallado han dado una nueva dimensién al esplendor del diamante.

Pero sin llegar a los fastuosos diamantes, también en la joyeria normal y, por
supuesto, en sus imitaciones hay un uso enorme de poliedros para fabricar collares,
broches, pendientes, anillos, ete, Sirvan como referencia unos originales disefios de
colgantes consistentes en una «jaula» curvada de finos barrotes de plata en cuyo
interior se mueven, pero no pueden escaparse, los distintos sélidos platénicos.
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Origami poliédrico

Si bien el arte de formar figuras doblando papel se inicié en China en los principios
de nuestra era, este distraido entretenimiento triunfd especialmente en Japdn a
partir del siglo vi. Fue alli donde se originé la denominacién de origami, palabra
derivada de ori (doblar) y de kami (papel). Como el papel era caro, los inicios del
origami tuvieron lugar en circulos distinguidos, pero mis tarde su prictica se hizo
extraordinariamente popular, cruzd fronteras y hoy es una aficién universal, El
uso de papeles cuadrados de colores de 10 X 10 cm y el desarrollo de modelos de
flores, papiros, animales, barcos, etc., siempre otorgd a estas construcciones ma-
nuales un glamour especial. El primer libro monografico (y muy difundido) sobre
construcciones de pajaros de origami se publicé en Japén en 1797.

La técnica se difundié en Oriente y también los drabes contribuyeron, como en
tantas otras cosas, a su difusion en Occidente, y se asegura que ya alrededor del afio
1000 era practicado en Espana e Italia, Al respecto cabe aclarar que aqui ha hecho
fortuna la palabra papiroflexia, que si bien denota el mismo fin, presenta a menudo
la sutil diferencia de que en papiroflexia se parte de hojas de papel (rectangular) y se
hacen cotes (e incluso a veces se pegan bordes), mientras que en la estricta tradicién
japonesa todo se compone con los cuadraditos de colores de papel y se procede modu-
larmente, produciendo piezas que pueden ser el resnltado de wencajam diversas partes.

Origamis poligdricos.

Una especialidad del origami ha sido desde siempre crear figuras poligonales
y médulos con poligonos que permitan montar poliedros, ya sea con finalidades
didicticas escolares, como creacién de adornos o com"t')' forma de crear vistosos

134



Pomijiié{ﬁ'p{'s?ﬁq»c'i_\ (£
i Gs
envoltorios. En los grandes almacenes de Tokio se venden revistas para aprender a
crear bellisumos envoltorios de papel para pequenos regalos y los vendedores utilizan
sutiles técnicas para lograr presentaciones exquisitas.

Obviamente, el origami es un pasatiempo muy entretenido y econdmico, exis-
tiendo grandes aficionados, clubs que lo practican, concursos e infinitas webs en
las que aprender desde figuras muy simples a coniplejos montajes. Esta aficién ha
contado asi entre sus especialistas a grandes personajes, como Miguel de Unamuno
o Antoni Gaudi, quienes en un encuenuro en la Basilica de la Sagrada Familia se
retaron a hacer determinadas pajaritas con gran rapidez.

Construccion de una caja, un cubo y un tetraedro

A continuacién, se detallan los diagramas necesarios para construir una serie de polie-
dros. El primero ilustra la construccidn de una caja partiendo de un solo papel cuadrado.
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Aqui pueden verse los seis pasos que permiten construir el médulo fundamental; con

seis copias de éste (para las que se pueden usar colores diferentes) se ensambla un cubo.
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|
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EUCLIDES VERSUS HUZITA-HATORI

En la geometria de dibujo con regla y compas Euclides establecié unos postulados y axiomas
para guiar los trazados. En la geometrla con origami hay también siete axioras sobre lo que es
permisible hacer. Seis fueron dados por Humiuki Huzita en 1992 y el séptimo fue anadido por
Koshiro Haroti diez afios después.

Axioma 1. Dados dos puntos A y B hay una tinica doblez (recta) que'pasa por los dos puntos.
Axioma 2. Dados dos puntos 4 y B hay una unica doblez que superpone a ambos.

Axioma 3. Dadas dos rectas L y M hay una doblez que superpone L a M.

Axiomna 4. Dado un punto A y una recta L hay una Unica doblez (recta) perpendicular a L que
pasa por A.

Axiorna 5. Dados dos puntos A y By una recta L hay una doblez que lleva a A sobre Ly pasa por 8.
Axioma 6. Dados dos puntos Ay B y dos rectas L y M, hay una doblez que sitGa Aen Ly 8, en M.
Axioma 7. Dado un punto A y dos rectas L y M hay una doblez que sitda A sobre L y es per-
pendicular a M.

Por altimo, figura el algoritmo de David Petty para construir un tetraedro con

dos cuadrados, aunque éste precisa afinar bien para que queden tridngulos equilateros.

%

Finalmente, quiero citar, para quien desee profundizar en esta materia, el mag-
nifico tratado de origami matemitico Mathematical Origami de David Mirtchell y el
clisico Origami for the Connoisseur de Kasahara y Takahama. Los poliedros de origami

quieren estar en su casa. {Deles una oportunidad! ¥
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Epilogo

Aqui acaba la visita al mundo poliédrico. Deseamos que le haya resultado placentera
y estimulante, y que a través de ella haya adquirido especial habilidad para «ver» en
todos los sitios a estas entrafiables figuras geométricas y sus curiosas peculiaridades.
Si esto ha sido posible,a partir de ahora se sorprenderi de los muchos poliedros que
se cruzaran en su vida.

Con los recursos geomeétricos aqui expuestos estard en situacion de apreciar pro-
piedades poliédricas e incluso podri llegar a plantearse la creacion de otros cuerpos
nuevos. Aunque la abundancia poliédrica es hoy ya enorme, sigue vigente la sospecha
de que estamos sélo ante la punta del iceberg de un mundo geométrico en el que
posiblemente nos aguardan muchas novedades.

A través de publicaciones y excelentes paginas web queda cordialmente invitado/a
a profundizar en el conocimiento de los poliedros. Descubrirlos es amarlos. Que la
suerte (que es poliédrica) le acompaiie.
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